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Ein Versuch, 

die mathematische Analysis auf die Theorieen der Elek- 
tricität und des Magnetismus anzuwenden. 



Vorrede. 

[V] Nach VoUendung der vorstehenden Abhandlung war ich 
selbstverständlich bemüht, mich mit den Leistungen früherer 
Schriftsteller auf demselben Gebiete bekannt zu machen und, 
wenn möglich, an dieser Stelle eine historische Darstellung ihrer 
Fortschritte zu geben; meine beschränkten Quellenstudien indess 
verbieten mir solches durchaus; doch sei es mir gestattet, eine 
oder zwei Bemerkungen zu machen über die wenigen Werke, 
die ich zur Hand gehabt habe, und zwar weil sich hierbei die 
Gelegenheit darbietet, einer ausgezeichneten Abhandlang Er- 
wähnung zu thun, die der Königlichen Gesellschaft von einem 
der hervorragendsten Mitglieder dieser gelehrten Körperschaft 
vorgelegt worden ist, einer Abhandlung, die wenig Beachtung 
fand, aber welche bei genauerer Kenntnissnahme nicht unwerth 
des Mannes erscheint, der die Gaschemie (pneumatic chemistry) 
begründet und der entdeckt hat, dass Wasser, weit davon ent- 
fernt ein einfacher Körper zu sein, wie man damals glaubte, 
vielmehr aus zwei Gasen besteht, welche die allerwichtigste 
Rolle in der Natur spielen. 

Ich brauche nicht zu sagen, dass der in Rede stehende 
Autor der berühmte Cavendish ist, der seine Abhandlung^) 
durch Beschränkung auf einfache Methoden, wodurch sie Jeder- 
mann, der die Elemente der Geometrie und der Fluxions- 
rechnung beherrscht, verständlich sein muss, einem grossen 
Leserkreis zugänglich gemacht hat; und obgleich er, wie 

1* 
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4 Oeorge Green, 

&ua Beinen Äeusaerungen geschlossen werden musa, von der 
Hypothese, die ihm einige wichtige Schlussfol gerungen ge- 
Blattete, nicht befriedigt war, ao wird man doch sofort beim 
a,nfiDerksiimen Durchleaen der Ai'beit bemerken, dasa eine 
geringfügige Aeuderung hinreicht, Alles in volle Uebereinstim- 
mnng zn bringen*). 



*j Um Ubiges zu erklären, wollen wir einen dw Caaetidish'aa\\ea 
Sätze wählen, z.B. den zwanzigsten, und mit einiger Aafmork- 
Bamkeit die dort angewandte Methode prüfen. In diesem Satze 
soll gezeigt worden, dasa, wenn zwei ähnliche leitende ECrper durch 
einen dUnnen Kanal verbunden und rait Elektrjcität geladeD werden, 
die respectiven Quantitäten FluBsigkeit, die sie anfnuhiuen, sich 
wie die (n — Ijsten Potenzen ihrer Durchmesser verhalten: voraas- 
geaetat, die elektrische Abstossung ael von der «ten l'otenz des 
AhBtandes abhängig. Beim Beweise wird vorausgesetzt, der Kanal 
sei cyliodriach und angefüllt mit einer incompreaaiblen Flüssigkeit 
von überall gleicher Dichtigkeit; alsdann werden die Klektricitäta- 
mengen im Inneren der beiden Kürper dnrch eine sehr einfache 
geometriache Construction bestimmt, so daas die ganze von dem 
einen von ihnen auf den Kanal ausgeübte Wirkung die von dem 
anderen herrührende genau aufhebt; und aus einigen Bemerkungen 
in der 27Bten Proposition geht hervor, daga die auf aolche Weiae 
orlialtenen Beaulfate sehr gut mit den in wirklichen Kanälen an- 
gestellten Versuchen übereinstimmen, mögen diese Kanäle gerade 
oder krumm sein, voransgeaetzt nur, man habe n = 2 gesetzt, 
entsprechend den mittlerweile angeatellten Versuchen \(iü Coulomb. 
Der Autor indessen bekennt, solches auf keico Art beweisen zu 
können, obwohl es, wie wir sogleich sehen werden, auf Grund der 
iu joner Abhandlung enthaltenen Sätze sehr leicht hergeleitet 
werden kann. 

Zu dem Zwecke nehmen wir eine incompreasible FlUasigkeit 
von gleichförmiger Dichtigkeit an, deren Theilohen nicht auf ein- 
ander wirken mUgen, die aber ein und derselben Wirkung von 
Selten aller Elektricitätstheilchen in Ihrer Nachbarachaft ausgesetzt 
Bind, wie ein wirklicher elektrischer Strom von gleicher Dichtigkeit 
sich verhalten würde; wir denken ferner einen unendlich düonen 
Kanal mit solch hypothetischer Flüssigkeit angefüllt , von überall 
gleich grossem und gleich geartetem Querschnitt, vom Punkte a 
eines der beiden Körper ausgehend, durch einen Tbeil desselben 
hin durchstreichend und im Innern des verbindenden Kacales und 
durch einen Theil des andern Körpers bis zu einem Punkte A der 
Oberfläche desselben verlaufend, dann wieder in gerader Linie von 
A x\x a zurückkehrend und derart einen gescbTossenen Umkreis 
bildend, so folgt nach Grundsätzen der Hydrostatik, aowie auch aus 
nnaerea Autors 23ster Proposition, dass der ganze hypothetische 
Kanal sich im Gleichgewicht befindet, und dass, dajedes Theilchen 
der in dem System befiudlichen Menge sich eo verhalten muss, 
auch die geradlinige Menge aA im Gleichgewicht sich befindet. 
Diese einfache Ueberlegung ergänzt den Cave/iili^h'ai^bea Beweis, 
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[TT] In der tu »thcmuti sehen Theorie der Elektricität scheiot 
weoig geleistet worden zu sein, abgesehen von einigen un- 
mittelbaren Folgernngen una bekannten Formeln, die zuerst 
bei Untersucbnngen fiber die Gestalt der Erde sich ergaben 
(die wichtigste derselben bildet die Bestimmung des Gesetzes 
der elektrischen Dichtigkeit an der Oberfläche ron Leiteiit, 
die wenig von der Kugel abweichen, sowie auf Elüpsoiden) ; 
und zwar vom Jahre 1771, dem Datum der Cavendish'&chen 
Abhandlung, bis 1812, wo Poisson dem Institut de France 
zwei Abhandlungen -) von ausgezeichneter Eleganz üben-eichte, ' 
tlher die Vertheilung der Elektricität an der Oberfläche von 
leitenden Kugeln, die, zuvor elektrisirt, einander gegenüber 
gestellt werden. Es ist unmöglich, hier von diesen Arbeiten 
eine Vorstellung zu geben: um sie gebührend zu würdigen, 
muas man sie lesen. Daher soll nur bemerkt werden, dass sie 
von der Betrachtung der in vorliegender Abhandlung so ge- 
nannten Potentialfanctionen ausgehen, und dass der Autor, 
durch eine Diflferential-Gleichung, — die unmittelbar ans der- 
jenigen hergeleitet werden kann, die wir in unserem zehnten 
Artikel bringen, um die Beziehung zwischen zwei von irgend 
einer Kugelflftche herstammenden Potentialfunctionen anszu- 
dröcken, — die Werthe dieser Functionen mit Bezug auf 
eine jede der beiden betrachteten Kugeln herleitet und daraus 
den allgemeinen Ausdruck fttr die elektrische Dichtigkeit auf 
der Oberfläche beider gewinnt und damit zugleich ihre Wir- 
kung auf einen äusseren Punkt. 

Ich weiss von keinen Fortschritten der Theorie der Elek- 
tricität, mit Ausnahme der soeben besprochenen; da aber 
elektrische und magnetische Flüssigkeiten ein und dasselbe 
Wirknngsgesetz befolgen und ihre Theorieen, vom mathemati- 
schen Gesichlspnukte aus, lediglich aus Consequenzen bestehen, 
die aus diesem Gesetze hervorgehen, während eine Verschieden- 
heit nur in der besonderen BeschaÖenbeit der Körper in 
Hinsicht auf jene beiden Arten von Flüssigkeiten begründet 
sein kann, — so ist es klar, dass die Theorieen beider sehr 



wie auch die Gestalt und der Querschnitt des verbindenden Eanales 
beschutfen sein mag, wenn nur die in ihm betindliche Elektricititta- 
menge sehr gering ist im Vergleich zu der In den beiden KUrpern 
vorhandenen. Eine ähnliche Anwendung würde die 22Bte Pro- 
position ergänzen, wenn die beiden Belegungen der Glasplatte mit 
den bezüglichen körperlichen Leitern durch irgend welche metnlliaclie 
Drähte verbuodeu gedacht werdeu. 
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nalie mit einander verknüpft sein müssen; dessen ungeachtet 
sind hier offenbar besondere Schwierigkeiten zu überwinden, 
weil man die Körper als aus einer Unmasse von isolirten, 
auf einander wirkenden Theilchen bestehend betrachten muss, 
und in der That bis zu den letzten vier oder fünf Jahren 
ist kein erfolgreicher Versuch, sie zu überwinden, veröffent- 
licht worden. Aber eine weitere Ausdehnung der Herr- 
schaft der Analysis brachte uns wiederum Herr Poisson, dem 
wir bereits drei Abhandlungen über den Magnetismus ver- 
danken: die beiden ersten enthalten die allgemeinen Glei- 
chungen, von welchen der magnetische Zustand eines Körpers, 
welche Form derselbe auch haben mag, abhängt, sowie die 
vollständige Lösung für den Fall einer hohlen sphärischen 
Schale gleichmässiger Dicke, auf welche äussere Kräfte wirken, 
sowie für den Fall eines vollen Ellipsoides, das dem Einfluss 
der Erde ausgesetzt wird. Auf Grund der Annahme, dass 
magnetische Veränderungen Zeit erfordern, wenn auch eine 
noch so kurze, ist nachgewiesen worden, dass Arago^^ Ent- 
deckung der in Kupfer, Holz, Glas u. s. w. durch Rotation 
entwickelten magnetischen Wirkungen erklärt werden können. 
Auf Grund dieser Hypothese hat Poisson seine dritte Abhand- 
lung geschrieben und Formeln entwickelt, die sich auf Magne- 
tismus in einem Zustande der Bewegung beziehen. Ob nun die 
Hypothese geeignet ist, die merkwürdigen von Arago beob- 
achteten Erscheinungen zu erklären, oder nicht, das zu ent- 
scheiden steht mir nicht zu; aber sicherlich reicht sie hin, 
um die bei rascher Rotation eiserner Körper auftretenden Er- 
scheinungen herzuleiten. 

Wir haben flüchtig Alles besprochen, was nach meinem 
Wissen bisher über mathematische Theorieen der Elektricität 
geschrieben worden ist; und obwohl in den erwähnten Werken 
manche durch Eleganz hervorragende Kunstgriffe angewandt 
worden sind, so ist es leicht zu bemerken, dass dieselben 
auf bestimmte Einzelfalle sich beziehen, und dass eine all- 
gemeine Methode, die in jedem Falle angewandt werden kann, 
noch fehlt. In der That [VII] hat Herr Poisson im Anfange 
seiner Abhandlung (M^m. de Tlnstitut, 1811) beiläufig ein 
Verfahren mitgetheilt, die Vertheilung der Elektricität auf 
der Oberfläche eines Sphäroides von irgend welcher Form zu 
bestimmen, welches ein jeder in ähnlichen Untersuchungen Be- 
wanderte sofort als eine in unseren »einleitenden Bemerkungen« 
angeführte Methode, welche die Auflösung der Gleichung (a) 
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erfordert, erkennen wird. Anstittt indoBaen, wie wir thun, 
voraitBZUBetzeu , der Punkt p mllsse sioli auf der Oberflaclie 
befinden , damit die Gleichnng bestellen könne , hat Herr 
Poiason, sich stützend anf eine Tliatsache, die damals nnv 
auf Grund von Versuchen behauptet worden war, angenommen, 
die Gleichung habe Geltang für jegliche Lage des Punktes 
innerhalb des Sphäroides; aber selbst mit der letzteren Ein- 
aohranknng ist die Methode demselben Einwand wie vorhin 
ansgesetzt. 

Von dem Wunsche ausgehend, eine Kraft von solch all- 
gemeiner Wirksamkeit, wie die Elektricilät, so weit als mög- 
lich der Rechnung zu unterwerfen, und geleitet von der Ueber- 
legung, dass die Lösung manob schwieriger Probleme grossen 
Vortbeil gewähren könne, wenn man davon befreit wird, speciell 
die Kräfte zu untersuchen, die in irgend einem System von 
Körpern wirksam werden, indem man seine Aufmerksamkeit 
bloss auf die besonderen Functionen richtet, von deren 
Different iaiqnotienten sie sämmtlieh abhängen, — ■ fing ich au 
zu nntersncben, ob sich nicht einige allgemeine Beziehungen 
entdecken Hessen zwischen dieser Function und den dieselbe 
hervorrufenden, in den Körpern enthaltenen Elektricitätsmengen. 
Die Vorfheile, die Laplace, im dritten Buche seiner Möcanique 
Celeste, durch den Gebranch einer Differentialgleichung zweiter 
Ordnung gewonnen hat, sind so offenkundig, dasa sie keinem 
entgehen werden, der sich mit dem vorliegenden Gegenstände 
besohäfligf, und sie schienen mir auch für den Zweck, den 
ich im Auge hatte, dienlich. Nach einigen Versuchen besann 
ich mich darauf, dass frühere Unt ersuch nngen Ober partielle 
Differentialgleicliungen mir die Noth wendigkeit gelehrt hatten, 
die singulären Werthe der Functionen, wie ich sie in dieser 
Abhandlnng genannt habe, zu beachten; ich fand, indem 
ich die letztere Betrachtungsweise mit der vorigen verband, 
dasB die dabei sich ergebende Methode mit grossem Vortbeile 
auf die Theorie der Elektricität angewandt werden könne, 
und so war ich in kurzem in der Lage, die allgemeinen, 
im vorbereitenden Theile dieser Abhandlung enthaltenen For- 
meln zn beweisen. Der übrige Theil muss bauptaächlicb als 
eine Sammlung von besonderen Beispielen fllr den Gebrauch 
der allgemeinen Formeln betrachtet werden; ihre Zahl hstte 
aehr leicht betrSchtlicb vermehrt werden können, indeas werden 
die milgetbeilten hoffentlich genügen, den Mathematikern zu 
zeigen, wie sie die allgemeinen Resnltate auf jeden beliebigen 
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Fall, der unteraucbt werden soll, anwenden können. 
Voranasetziingen der gangbaren Theorie des Magnetismus aind 
durcliaua nicht so wohl begründet als die Thatsachen, auf 
welchen die elektrische Theorie beruht; übrigens kommt es 
nicht bloss darauf an, dass wir dieselben der Rechnung 
unterziehen können, denn der einzige Weg, der uns in Unter- 
suchungen dieser Art, die sich unserer Erkenntniss so aehr 
verbergen, offen steht, besteht darin, daits wir eine möglichst 
wahrscheinliche Hypothese aufstellen, die Consequenzen aus 
derselben scharf ziehen nnd prüfen , ob diese Folgernngen 
auch quantitativ mit genauen Versuchen übereinstimmen. 

Die Anwendung der Analysis auf physikalische Disciplinen 
birgt den doppelten Gewinn, erstlich die ausserordentliche 
Macht dieses wunderbaren Gedankenwerkzeugs zu offenbaren, 
dann aber zugleich diese Macht zu Tergrössern; zahllos sind 
die Fälle, die solches bekräftigen. Uro nur ein Beispiel an- 
zuführen, hat Fourier bei seinen Untorsuchnngen über die 
Wärme nicht bloss die allgemeinon Gleichungen entdeckt, von 
welchen ihre Bewegung abhängt, sondern er ist iu gleicher 
Weise zu nenen analytischen Formeln geftthrt worden, mit 
deren Hülfe die Herrn Cauchy und Poisaon im Stande waren, 
eine vollständige Theorie der Wellenbewegung in einem un- 
endlich [VIII] ausgeduhnten Fluidum zu geben. Eben dieselben 
Formeln setzen uns in den Stand, noch manch andere inter- 
essante Probleme zu lösen, die zu zahlreich sind, als dass wir 
sie hier darthun könnten. Gewiss muss es als freudiger 
Ausblick für den Analytiker gelten, wenn zu einer Zeit, wo 
die Astronomie bei einem Znstande hoher, erreichter Voll- 
kommenheit nur wenig Hanm für weitere Anwendungen dieser 
Art giebt, die Übrigen physikalischen Wissenschaften solches 
täglich mehr nnd mehr tbun, und wenn unter Anderem die 
Theorie, dergemäss das Lieht auf Schwingungen eines licht- 
übertragenden Fluidums (Inminiferons fluid) zurückzuführen ist, 
eine Theorie, welche der berühmte Thomas Younff so sehr 
wahrscheinlich gemacht hat, ein nutzvolles Object der Unter- 
aachung ersohliesst, indem von Neuem sich Gelegenheit dar- 
bietet, die allgemeine Theorie der Bewegung der Flüssigkeiten 
anzuwenden. Die Zahl solcher Fälle kann kaum zu gross sein, 
wie alle Kenner dieser Fragen zugeben werden, und obwohl 
wir längst im Besitz der allgemeinen Gleichungen sind, die 
diese Art von Bewegung darstellen, so kennen wir doch noch 
zu wenig die verschiedenen Einschränkungen (limitations], die 
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wir einführen müssen, um sie den verschiedenen physikalischen 
Umständen anzupassen. 

Möchte die vorliegende Abhandlung die Anwendung der 
Analysis auf einen der interessantesten Zweige der physika- 
lischen Wissenschaften erleichtern helfen, dann würde der 
Verfasser sich reichlich belohnt sehen für die Mühe, die sie 
ihm gekostet hat; und hoffentlich wird die Schwierigkeit des 
Gegenstandes die Mathematiker zur Nachsicht stimmen, be- 
sonders wenn sie bedenken, dass die Arbeit von einem jungen 
Manne verfasst ist, der seine Kenntnisse mit grossen Unter- 
brechungen und mit besonderen Anstrengungen sich hat erringen 
müssen, da seine übrigen unerlässlichen Berufsgeschäfte ihm 
zur Ausbildung seines Geistes wenig Gelegenheit darboten. 



Einleitende Bemerkungen. 

[1] Gegenstand dieser Abhandlung ist der Veraach, die 
Gleichgewichtserscheinangen der elektrischen und magnetischen 
Fiflssigkeiten der mathematischen Analysis zu anterziehen und 
einige allgemeine Sätze zu entwickeln, die sich in gleicher 
Weise aaf vollkommene wie anf unvollkommene Leiter be~ 
ziehen ; vorher aber soll, vor einer jeden Rechnung, der allge- 
meine Gedanke der Methode entwickelt werden, die uns zu 
Resultaten geftlhrt hat, welche sowohl durch ihre Einfachheit als 
auch ihre Allgemeinheit bemerkenswerth sind und die nur sehr 
schwer, wenn überhaupt, auf gewöhnlichem Wege zu erlangen 
gewesen wären. 

Es ist wohl bekannt, dass fast alle in der Natur vorkom- 
menden anziehenden und abstossenden Kräfte so geartet sind, 
dass die auf einen materiellen Punkt p in einer gewissen Rich- 
tung wirksame Kraft, die von einem System von Körpern S 
herrtlhrt, durch einen partiellen Differentialquotienten einer 
gewissen Function der Coordinaten, welche die Lage des 
Punktes im Räume darstellen, ausgedrtlckt werden kann. Die 
Betrachtung dieser Function ist in vielen Untersuchungen von 
grosser Bedeutung, und vielleicht giebt es kein Gebiet, in wel- 
chem der Nutzen grösser wäre als in demjenigen, dem wir 
jetzt unsere Aufmerksamkeit zuwenden wollen. Im Folgenden 
werden wir oft Gelegenheit haben, von dieser Function zu 
sprechen, und deshalb möchte ich sie der Kürze wegen die 
vom System S abhängige Potential function nennen.-^) Es 
sei p ein positiv elektrisches Theilchen, welches Kräften aus- 
gesetzt ist, die von einem elektrisirten Körper stammen, so 
wird die fragliche Function bekanntlich erhalten, indem man 
die in jedem Körperelement vorhandene Elektncitätsmenge 
durch seine P^ntfernung vom Punkte p dividirt und die Ge- 
sammtsumme dieser Quotienten über den ganzen Körper bildet, 
wobei indess negativ elektrische Theilchen auch negativ in die 
Summe eingeführt werden. 
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Indem wir die Beziehungen zwischen der Dichtigkeit der 
Elektricität in einem gewissen System und den von letzterem 
abhängigen Potentialfunctionen betrachten, sind wir in den 
Stand gesetzt, einige elektrische Erscheinungen der Rechnung 
zu unterziehen, die bisher den Versuchen der Analytiker 
widerstanden; die Allgemeinheit dieser Betrachtung muss noth- 
wendigerweise [2] eine grosse Allgemeinheit der Resultate 
bedingen, und solches findet thatsächlich statt. Die Besonder- 
heit bezieht sich gerade auf die Analysis selbst, deren Art 
und Nutzen am besten aus Folgendem hervorleuchten wird. 

Gesetzt, es solle das Gesetz der Vertheilung der Elek- 
tricität auf einer geschlossenen Fläche A ohne Dicke, die 
unter dem Einfluss irgend welcher elektrischer Kräfte stehe, 
bestimmt werden: die Kräfte seien, der Einfachheit wegen, 
auf drei reducirt, X, Y und Z in Richtung der rechtwinkligen 
Coordinaten und mit der Tendenz, dieselben zu vergrössern. 
Ferner stelle q die Dichtigkeit der Elektricität auf einem 
Oberflächenelemente da vor, und r sei die Entfernung zwischen 
da und jo, einem anderen Punkte der Oberfläche, alsdann 
wird die Gleichung zur Bestimmung von q nach der gewöhn- 
lichen Methode, wenn das Problem auf die einfachste Form 
gebracht worden ist, bekanntlich folgende sein: 



const 



= a =yif^ —J[Xdx + Ydy + Zdz) (a). 



wo das erste Integral in Bezug auf do sich über die ganze 
Oberfläche A erstreckt, und wo das zweite die Function dar- 
stellt, deren vollständiges Differential gleich XdX'\-Ydy-^Zdz 
ist, wo x^y^ z die Coordinaten von p sind. 

Diese Gleichung soll bestehen, wo auch der Punkt p sich 
befinde, wenn er nur auf A liegt. Allein wir haben keine 
allgemeine Theorie, die sich auf Gleichungen dieser Art bezieht, 
und selbst wenn wir eine solche lösen können, so geschieht 
das wegen gewisser besonderer Eigenheiten des Problemes, 
die die Lösung besonders einfach gestalten, und solches gilt 
mehr als ein Zufall, und nicht als regelrechtes wissenschaft- 
liches Vorgehen. 

Jetzt wollen wir einen fltichtigen Blick werfen auf die 
Methode, die an die Stelle der vorerwähnten zu setzen beab- 
sichtigt wird. 
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Es sei 5 = j[Xdx + Ydy -{- Zdzj, wo auch der 

Punkt p sich befinden mag, V = 1— — , wenn p irgendwo 

innerhalb der Fläche -4, und V=j - , wenn p ausser- 
halb derselben liegt: die beiden Grössen V und l^ sind 
zwar dnrch dasselbe bestimmte Integral dargestellt, sind aber 
doch wesentlich verschiedene Functionen von x, y und z, den 
Coordinaten von p] diese Functionen haben bekanntlich die 
Eigenschaft, den partiellen Differentialgleichungen 

_d^V d^V d'^V 
~ dx'^ ■*" dy^ "*" dz^ ' 

d'ijr (PV d'^V' 

dz^ ^ dy-^ ^ dz^ 

zu genügeu. Wenn wir nun von diesen Gleichungen aus die 
Werthe von V und V erhalten, so können wir auch sofort 
dnrch Differentiation den gesuchten Werth von q finden, wie 
nachstehend gezeigt wird. 

Wollen wir zunächst die Function V betrachten, deren 
Werth auf der Oberfläche A durch die Gleichung (a) gegeben 
ist, so können wir schreiben 

a=V—B, 

wo die horizontalen Striche andeuten sollen, dass die Werthe 
sich auf die Oberfläche A beziehen. Da aber das allge- 
meine Integral der partiellen Differentialgleichung zwei willkür- 
liche Functionen enthalten muss, so sind noch einige andere 
Bedingungen zur vollständigen Bestimmung von V erforder- 
lich. Da [3] nun V = j- — , so kann offenbar kein Diffe- 
rential in demselben unendlich werden, wenn p irgendwo 
innerhalb der Fläche A liegt, und es ist wichtig zu bemerken, 
dass das gerade die geforderte Bedingung ist: denn, wie 
später gezeigt worden soll, ist, sobald jene Bedingung erfüllt 
ist, ^nz allgemein 

V=-fiQ)da.V', 
das Integral über die ganze Fläche ausgedehnt, während {q) eine 
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OrOsse ist, die von den gegeDseitigen Lagen von p and da 
abhängt. 

Die ganze Schwierigkeit reducirt sich also darauf, eine 
FunctiDn V zu finden, die der partiellen Differentialgleichung 
genügt, die ferner an der Oberfläche den bekannten Werth 
von V annimmt, und die überdies so beaobaffen ist, dass 
ihre Ableitungen niemals unendlich werden, so lange p inner- 
halb A liegt. 

Um in äbnlicber Weise V zu finden, werden wir V, den 
Werth auf A, durch die Gleichung (a) erhalten, so dass 
offenbar 

a = r— B, 



Uebeidies leuchtet ein, dass kein Differ entialquotient von 
V = I unendlich werden kann, wenn p ausaerhaib A 

sich befindet, und dass, wenn j> unendlich weit ist, I" gleich 
Null wird. Diese beiden Bedingungen , verbunden mit der 
partiellen Differentialgleichung ftlr V, sind hinreichend zui- 
vollständigen Bestimmung von T", wenn dessen Werth J-" an 
der Oberfläche A bekannt ist, denn es wird nachstehend be- 
wiesen werden, dass, wenn die Bedingungen erfüllt sind, wir 

v = -fie],icV'' 



erhalten werden, wo, wie vorhin, das Integral llber die ganze 
Oberfläche erstreckt wird, und wo {(j) eine von der gegen- 
seitigen Lage von da und p abhängige Grösse ist. 

Es erübrigt also nur, eine Function J'^ zu finden, die der 
partiellen Differentialgleichung genügt, die gleich l" wird, 
wenn p auf der Fläche A, die verschwindet, wenn p unendlich 
weit von A entfernt liegt , und die ausserdem so beschaffen 
ist, dflss kein Differentialquotient unendlich gross wird, wenn 
der Punkt p ausserhalb A sich befindet. 

Wer mit der Handhabung der Analysis vertraut ist, wird 
sofort durchschauen, dass das soeben geken uze i ebnete Pro- 
blem weit weniger Schwierigkeiten darbietet, als die dlrecte 
LSsung der Gleichung (a), und dass mithin aach die Lösung 
der ursprünglich gestellten Aufgabe durch das Vorstehende 
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bedeutend erleiclitert worden ist. Die specieUe Betrachtung 
Id UinsicLt auf die Diffcrentialquotienten von V nnd V^ va 
welcher die Allgemeinheit des Integrales der Dill'erential- 
gleichung eingeschränkt wird, so dass sie thatsächlich nur 
eine willkttrliche Fanction enthalten kann, statt zweier, die 
sie sonst haben mtlsste, diet^e Art dei- Betrachtung, die una 
in den Stand gesetzt hat, die fraglieha Vereinfachung eintreten 
zu lassen, durfte der Anfmerksnmkeit der Analytiker wohl 
werth sein und auch bei anderen Untersuchungen in Anwendnng 
kommen, bei denen Gleichungen dieser Art aufgestellt werden. 

Wir wollen jetzt eine kurze Uebersicht über den Inhalt 
der vorliegenden Abhandlung geben. Die ersten sieben Artikel 
bringen die Beweise einiger sehr allgemeiner Beziehungen zwi- 
schen der Dichtigkeit der Elektriciiat uuf Flächen sowie in 
festen Körpem und den entsprechenden Polen lialfunctionen. 
Sie dienen als Grundlage für die alsdann folgenden Anwen- 
dungen. [4] Da ea schwierig ist, von diesem Abschnitt eine 
Vorstellang zu geben ohne Anwendung analytischer Symbole, 
so wollen wir uns auf die Bemerkung beschränken, dass in 
demselben eine grosse Zahl einfacher Gleichungen von grosser 
Allgemeinheit und Einfachheit gebracht wird , die auf ver- 
schiedenen Gebieten der elektriaehen Theorieen Anwendung 
finden kSnnen, — auch Ober die in den folgenden Seiten 
betrachteten hinaus. 

In dem achten Artikel haben wir die allgemeinen Ausdrdcke 
der elektrischen Dichtigkeit auf der inneren und auf der 
äusseren Belegung einer isolirten Leydoner Flasche hergeleitet, 
wobei, der grösseren Allgemeinheit wegen, diese Belegungen 
verbunden gedacht werden mit getrennten und irgendwie ge- 
ladenen Condnctoren; wir haben bewiesen, dass fltr ein und 
dieselbe Flasche die Dichtigkeiten nur von der Differenz der 
beiden constanten Grlissen abhängen, die die Werthe der 
PotentJ&lfunotionen innerhalb der Conductoren ausdrucken. 
Späterhin sind aus diesen allgemeinen Ausdrucken folgende 
Schlüsse gezogen worden: 

Wenn wir in einer isolirt aufgeslellten Leydener Flasche nur 
die anf beiden Seiten des Glases angesammelten Elektricitäten 
betrachten, so ist die gesammte auf der inneren Belegung vor- 
handene Elektricitäts menge genau gleich der auf der äusseren 
Belegung, nur von entgegengesetztem Zeichen, ungeachtet der 
grossen Menge anf einer jeden von ihnen: so dass, wenn beide 
Selegungen mit einander verbunden wUrden , die Summe der 
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Elektrieitätsmengen auf beiileii LeitertlieÜen nach der Entladang 
genaQ gleich ist den Mengen, die voi' derselben auf den von 
der Glaafläclie entfernten Theilen der Belegangon vorhanden 
waren, und die die einzigen sind, die auf das Elektrometer 
einwirken. 

Wenn eine Leydener Flaache mitteht eines langen dflnnen 
Drahtea mit einem sphärischen Condnctov verbunden und in 
gewcjhnlicher Weise geladen wird, so verhält sich die Dichtig- 
keit der Elektricität an irgend einem Punkte der inneren 
Belegung zu der Dichtigkeit anf dem Conductor , wie der 
Badins des sphärischen Conductors zm- Dicke des Glases an 
dem betrachteten Punkte. 

Die elektrische Gcsammtladang einer Anzahl gleicher 
Flaschen, deren eine mit dem ersten Conductor verbunden 
ist, während die übrigen cascadenförmig *) geordnet sind, ist 
genau gleich der Ladung, die eine einzige Flasche, die mit 
dem Conductor verbünden ist, aufnähme, wenn die äuasere 
Belegung abgeleitet wtlrde. Diese Ladungsmethode darf daher 
nicht angewandt werden, wenn eine starke Ansammlung von 
Elektricität gefordert wird. 

Herr Poisso» hat in seiner ersten Abhandlung Aber den 
Magnetismus [M6m. de l'Acad. des Sciences, 1S21 et 1822] 
gezeigt, dass ein elektrischer Körper im Innern einer hohlen 
leitenden Kugelschale von gleichförmiger Dicke nicht im gering- 
sten von einem ausserhalb der Schale befindlichen Körper beein- 
finsst wird, mag derselbe auch noch so stark geladen sein. In 
dem nennten Artikel unserer Abhandlung wird die allgemeine 
Gültigkeit dieses Satzes bewiesen ftlr jedwede Gestalt und 
Dicke des leitenden HohlkCrpers, 

In dem zehnten Artikel findet man einige einfache Glei- 
chungen, mittelst welcher die Dichtigkeit der Elektricität, die 
anf einer irgend welchen elektrischen Kräften ausgesetzten 
KngeUlfiobe indncirt wird, nnmiltelbar sich ergiebt; und von 
hier ans erhält man den aligemeinen Ausdruck der Potential- 
function für irgend einen inneren oder itnsseren Punkt aus 
dem willkürlich anf der Oberfläche selbst angenommenen 
Wertbe mittelst eines bestimmten Integrales, Weiterhin 
wird das Verhältnise betrachtet, in welchem die Elektricität 
sich zwischen zwei mit einander dnrch einen dünnen Draht 
verbundenen Kugeln von verschiedenen Durehmessern theilt; 
e> wird nachgewiesen, dass, wenn der Kadius irgend einer 
der Kugeln klein ist im Vergleich zum Abslaude c~ 
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Oberflächen, Jas Prodact aus der mittieren Dichtigkeit auf jedei 
del' beiden Kugeln in ihren [6] Radius nnd in die kürzeate 
Entfernung ihrer Oberfläche vom Mittelpunkte der anderen 
Kugel für beide Kugeln denselb'en Werth erhält. Daraoa 
folgt, dass bei sehr grosser Distanz die Dichtigkeiten 
umgekehrt wie die Radien vorhalten. 

Wird eine leitende Schale geladen, so begiebt sich die 
gesammte Fllisaigkeitsmenge auf die Uusaere Fläche , und' 
es bleibt nichts im Inneren zurück, wie aelches sofort i 
dem vierten und fünften Artikel folgt. Beim bezügtichen 
Versuche aber muss die Schale eine kleine Üeffnung haben: 
daher ist es von einigem Interesse die hierdurch bedingte 
Aenderung zu untersuchen. In diesem Stnue scbliessen wir 
den bezüglichen Abschnitt mit der Ermittelung des Gesetzes, 
nach welchem die Vertheiluug der Elektricitüt auf einer dünnen 
leitenden, mit einer kleinen OeSnung versehenen Kugelschala 
geschieht, nnd wir haben gefunden, dass die Dichtigkeit auf der 
äusseren Fläche sehr nahe constant ist, mit Ausnahme der 
unmittelbaren Nachbarschaft der Oeffnung; die Dichtigkeit in 
einem Punkte p der Innenfläche verhält sich zu der in einem 
äusseren Punkte der Fläche wie das Product aus dem Durch- 
messer eines Kreises in den Cnbus des Radius der Oeflhung 
aura Product ana dem dreifachen Umfang Jenes Kreises ia ^ 
den Cubus der Entfernung des Punktes p vom Centrum der 
Oeffnung ; immer ausgenommen den Fall, wo die beiden Punkte 
sich in der unmittelbaren Nachbarschaft befinden. Wenn also 
der Durchmesser der Kugel zwölf Zoll beträgt, während die 
Oeffnung einen Zoll Durchmesser hat, so wird die Dichtigkeit 
auf einem inneren, der OefTnung gegenüberliegenden Po&kte, 
weniger als den einhundert und dreissigtausendsten Theil der 
Constanten Dichtigkeit der äusseren Fläche betragen. 

In dem elften Artikel werden einige Wirkungen der 
atmosphärischen Elektricität betrachtet; doch lege ich kein 
Gewicht auf diesen Gegenstand, weil die gi'osse Veränderlich- 
keit der wirkenden Ursachen und die Unmöglichkeit, dieselben 
zu messen, allen Bestimmungen eine gewisse Unbestimmtheit 
verleihen, 

Ist die Gestalt eines leitenden Körpers gegeben, so ist im 
Allgemeinen das Problem, die Dichtigkeit an der Oberfläche 
desselben zu bestimmen, sehr schwierig: doch lassen sich viele, 
äusserst mannigfaltige Gestalten angeben, deren Oberflächen- 
dichtigkeiten durch einfache Rechnung völlig genau sngebbar 
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sind: die Art, wio aolches anageführt werden kann, bringt der 
zwölfte Artikel, und ea werden zwei Beispiele durchgeführt. 
Schlieeslich wird auch ein läng^lichea Spliäroid behandelt, imd 
die Dichtigkeit der Elektricität auf demselben mit der längst 
bekanntes, nach a,nderen Methoden hergeleiteten in Ueberein- 
atitumnng gefunden. 

Bia hierher Bind nur gute Leiter besprochen worden. 
Um eine Anwendung auf anders geartete Körper zu geben, 
haben wir im dreizehnten Artikel angenommen, dieselben 
aeien mit einer Coereitivkraft ß versehen, die der Reibung 
analog auftritt, ao dass, wenn eine elektrische Kraft kleiner 
als ß anftritt, der elektrische Zustand des betrefTenden Ele- 
mentes sich nicht ändert, während solches sofort geschieht, 
sobald der Werth ß ilbertroffen wird. Wir nehmen forner an, 
ein notation a kdrp Cr drehe eich um seine Axe , wilhrend er 
einer coustanten elektrischen Kraft / in parallelen Richtungen 
auBgosetzt ist, und wir bestimmen den bleibenden elektrischen 
Zustand, in welchen der Körper schliesslich geräth. Das 
Resultat ist, dass in Folge der Coereitivkraft ß der Körper 
eine nene Polarität erhält gleich der, die in ihm indncirt würde, 
wenn er vollkommen leitend wäre nnd eine constant auf- 
tretende Kraft ß in dem Äequator des Korpora parallelen 
Richtungen auf ihn wirkte, und wenn diese Richtungen einen 
Winkel von Ü0° -\- y mit einer Ebene bilden, welche dui'ch 
die Axe des Rotationskörpers nnd die Richtung der Kraft 
/ gelegt ist; hierbei wird / in zwei Componenten zerlegt, 
deren eine in die Richtung der Axe ßllt, während die andere 
[6] f> nach dem Dnrehschnilt des Aequators mit der eoeben 
erwähnten Ebene gerichtet iet: / endlich wird bestimmt durch 

die Gleichung: sin y = ^■ 

In dem letzten Theit dea soeben besprochenen Artikels 
wird dasselbe Problem allgemeiner angefaast und eine andere 
Analyse angewandt; dea Körpers Vorhalten vom Anfangs- 
stadium bis zum Bebarrangsstande wird hier erörtert, und in 
einem Beispiele wird die grosse Geschwindigkeit dieses Pro- 
cesses dargethan. 

Die bei der Rotation von Eiaenkörpem unter dem Einfluas 
dea Erdmagnettamna sich darbietenden Erscheinungen haben 
kOrzlich das Interesse der Naturforscher in Anspruch genom- 
men; wir sind dadurch veranlasst worden, ein wenig bei der 
Lflsung dieses Problemea zu verweÜeu, nnd wir wollen a.ade.'i'&vv^ 

liloiild'a Klatsibor. (11. 1. 
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wsB in diesen FflUen statt hai. In der That, venu 
tier Natur Substanzen geben sollte, deren magneÜHche Kräfte, 
wie bei Eisen und Nickel, eine kräftige Entfaltung; znlaBsen, 
und in denen zudem die Coercitivkraft, wie wir bier ange- 
nommen haben, in allen iliren Tlieilen dieselbe bleibt, dann 
differiren die Kesaltate iinBOrer Theorie kaum von dem, waa 
in solchen Substanzen beobachtet worden ist, nnr darf keine 
ihrer Dimensionen im Vergleich zu einer anderen sehr klein 
sein. Die Annahme einer Constanten Coercitivkraft war in 
diesem Artikel angenommen, um die Rechnung zu vereinfachen; 
wahrscheinlich ist das kein oxactes Naturgesety., denn ein sehr 
barter Stahlstab kann durch Erdmagnetismus einen befrftcht- 
lichen Grad von indncirtem Magnetismus annehmen (wie, venu 
ich nicht irre, Herr Barlow gezeigt hat]; dag scheint an- 
zudeuten, dasB, obgleich die Coercitivkraft einiger Theile des 
KSrpers sehr gross Ist, doch andere mit einer so geringen 
ausgestattet sind, dass sie der schwachen Wirkung der Erde 
nicht widerstehen können. Nichtsdestoweniger scheint unsere 
Theorie fflr eiserne, nm ihre Rotationsaxe gedrehte Körper 
keine starke Abweichung von der Beobachtung zu ergeben; 
besonders scheint der Werth des Winkels y dem Experimente 
zugänglich zu sein, sobald die Componente b der Kraft f 
hinreichend klein int. 

Die letzten Artikel behandeln die Theorie des Magnetis- 
mus. Diese Theorie ist auf einer Hypothese über die Con- 
stitution magnetischer Körper aufgebaut, die zuerst von Coulomb 
und später von den Naturforschern allgemein angenommen 
wurde. In derselben werden die Körper als ans einer unend- 
lichen Anzahl leitender EIpmentartheilehen bestehend voraus- 
gesetzt, die durch absolut für magnetische FlQssigkeit undurch- 
dringliche Zwischen rän me von einander getrennt sind; auf Grund 
der im ersten Theü dieser Abhandlung erhaltenen allgemeinen 
Resultate stellen wir die zur Beslimmung des in einem Körper 
von beliebiger Form durch äussere magnetische Kräfte indn- 
cirten magnetischen Zustandes erforderlichen Gleichungen auf. 
Dieselben stimmen mit den von Herrn Poisson (Möm. de 
l'Acad. des Sciences, 1821 et 1S22)*) nach einer ganz anderen 
Methode aufgestellten tiberein. 

Fflr eine hohle sphärische Schale constanter Dicke ist 
die von Laplace (Möc, C6I, Liv. 3) eiugefOhrte Analyse an- 
wendbar, und das Problem kann vollständig gelöst werden, 
welche Lage auch immer die Centren der magnetischen Kräfte 
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haben mögen. Naoli Mittheilung der allge meinen Lasting liaben 
■ : den Halbmesaer der Scbale unendlich gi'oaa werden lassen 
unveränderler Dicke, und erhielten die Formeln fflr 

I eine unendlich grosse Platte von constanter Dicke. Ea folgt 
aus denselben, daaa, wenn der Punkt p und die Centren der 

' magnetischen Kräfte auf entgegengesetzten Seiten einer sehr 
grossen Platte von weichem Eisen sich befinden, die Totalkraft 
in p dieselbe Richtnng hat wie die Resultante [7] aller Kräfte, 
welche in den Punkten p, p', p", p'" etc. in infin. ohne 
Zwischen platte auftreten worden, und dasa sie gleich dem Product 
aus dieser Resultante in eine sehr kleine constante Grösse ist: 
die Punkte p, p\ p", p'" etc. aollen dabei in einer Qei'adon 
liegen, die senkrecht steht zu den ebenen Flächen der Platte, 
und zwar in solchen Abständen , dass die Distanz zwischen 
zwei auf einander folgenden Punkten doppelt so gross ist, ala 
die Platten dicke. 

Alles dieses ist merklich correct, wenn die Entfernungen 
zwischen p und den magnetischen Centren nicht sehr gross 
sind im Vergleich zur Plattendicke, denn sind sie sehr gross, 
30 bewirkt das Einschieben der Platte keine merkliche Ver* 
änderung der den Punkt p bewegenden Kraft. 

Wenn ein länglicher Körper, wie z. B. ein Stahldraht, unter 
dem Einfluss kräftiger Magnete einen stärkeren Magnetismus 
erhalten hat, als er allein für sich dauernd beiialten kann, und 
alsdann sich seibat tiberlassen wird, so sagt man, er sei bis zur 
S&ttigung magnetisiit. Betrachten wir jetzt bei diesem Zustande 
irgend eineä seiner leitenden Elemente, so wird die Kraft, mit 
welcher ein magnetisches, in dem Element befindliches Theilchen 
sich zu bewegen strebt, offenbar genau gleich der Coereitiv- 
kraft / und mit dieser im Gleichgewicht sein. Nehmen wir 
an, diese Kraft wäre für alle Elemente gleich gross, 
so ist otfenbar der magnetische Zustand bei der Sättigung, 
im Hinblick auf die längliche Form des EQrpers, genau der- 
selbe, als wäre er durch die Wirkung einer conslanten Kraft 
ndncirt, welche gleich y, und deren Richtung, der Axe parallel 
sein würde, wenn alle Elemente vollkommene Leiter wären; 
folglich kann sie durch die allgemeine Theorie bestimmt werden. 
Die grosse Zahl und die Genauigkeit der Versuche CoulomUs 
Ober cylindrisch gesättigt magnetisirte Drähte würde eine sehr 
erwünschte Anwendung der Theorie in diesem besonderen Falle 
ergeben. Solches haben wir im letzten Artikel ausgeführt, 
und die Resultate sind in hohem Grude befriedigend. 
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(General preliminary results.) 

(1.) Die Function, welche aus der Summe aller auf einen 
gegebenen Punkt wirkenden elektrischen Theilchen, ein jedes 
dividirt durch seine Entfernung von dem Punkte, gebildet ist, 
hat die Eigenschaft, in einer sehr einfachen Form die von 
der ganzen elektrischen Masse herrührenden Kräfte zu liefern, 
die auf den Punkt wirken. — Wir wollen in Folgendem ver- 
suchen, einige Beziehungen zwischen dieser Function und der 
Dichtigkeit der Elektricität in der dieselbe erzeugenden Masse 
oder in den erzeugenden Massen aufzudecken, und wollen als- 
dann die so erhaltenen Beziehungen auf die Theorie der Elek- 
tricität anwenden. 

Zunächst betrachten wir einen Körper von beliebiger Ge- 
stalt, in welchem die Elektricität nach einem bestimmten Gesetz 
vertheilt und alsdann gebunden ist; wir nennen x'^ y', z' die 
rechtwinkeligen Coordinaten eines Theilchens dieses Körpers, 
q' die Dichtigkeit der Elektricität in demselben, so dass, wenn 
dx'dy'dz ein Volumelement darstellt, q'dx'dy'dz die in 
demselben enthaltene Elektricitätsmenge bedeutet: es sei feiner 
r' die Entfernung dieses Theilchens von einem [8] ausserhalb 
des Körpers befindlichen Punkte jo, und V sei gleich der Summe 
aller Elektricitätstheilchen, ein jedes dividirt durch seine Ent- 
fernung vom Punkte jo, dessen Coordinaten x^y^z sein mögen, 
alsdann werden wir haben 



r' = y[x'- xY ^[y'—yV+ (z'- 2)2 , 

und 



^^r^dx^d^d^ 



das Integral nmfasst alle TLeilcLen in der elektrisirten Masse. 
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Laplace hat in seiner M^c. Celeste gezeigt, dass die Function 
V der Gleichung 

^ ~ dx^ '^ dy'^ "^ dz'^ 

genügt, und da diese Gleichung im Folgenden unausgesetzt 
angewandt wird, so wollen wir dieselbe kürzer schreiben 
= ^F; das Symbol ö wird in keinem anderen Sinne ge- 
braucht werden. 

Um zu beweisen , dass = d 1^ sei , haben wir bloss zu 
bemerken, dass wir unmittelbar durch Differentiiren finden, 

dass = ^— sei, mithin genügt jedes Element von V für 

sich der obigen Gleichung; also genügt auch das gesammte 
Integral (da es eine Summe aller dieser Elemente ist). Diese 
Ueberlegung hat keine Gültigkeit, wenn p innerhalb des 
Körpers sich befindet, denn die Coefficienten einiger in V 
vorhandenen Elemente werden unendlich gross, daher ist es 
nicht nothwendig, dass V der Gleichung = ^J^ genüge, 
obwohl jedes Element, für sich beti*achtet, solches thut.^) 

Um zu bestimmen, welchen Werth V für einen inneren 
Punkt erhält, betrachten wir eine sehr kleine Kugel mit dem 
Radius a, die den in einer Entfernung b vom Centrum gelegenen 
Punkt jo einschliesst; a und b sind sehr kleine Grössen. Alsdann 
kann iF als aus zwei Theilen bestehend betrachtet werden, deren 
einer von der kleinen Kugel herrührt, während der andere 
der gesammten übrigen Masse entspricht: der letztere Theil 
ergiebt Null, wenn man ihn statt V m 5V einsetzt, wir haben 
daher nur den Werth von ö V für die kleine Kugel zu ermitteln, 
derselbe ist bekanntlich gleich 

.^(2 TT «2^ — ^Ttb^i'q) ; 

wo q die Dichtigkeit innerhalb der Kugel ist, also der Werth 
von ^' im Punkte p. Wenn jetzt a:„ y,, 2, die Coordinaten 
des Kugelmittelpunktes sind, so ist 

b^=[x, — xY+[y,-yY + [zr- z)\ 
mithin 

8[1jta'^q — \nb'^q) = — \7tq . 

Also ist im Innern der Masse 

= ^F+47r(>; 



(dqj 



22 George Green. 

die Gleichung = dV für einen äusseren Punkt stellt einen 

speciellen Fall der vorstehenden Gleichung dar, da hier p= ist.') 

[9] Es sei nun q irgend eine im Punkte p , der ansserhalb 

des Körpers liege, endigende Linie, alsdann ist — (77") 

gleich der Kraft, die ein positiv elektrisches Theilchen in der 
Richtung von q zu bewegen strebt, und zwar mit der Tendenz, 
die Entfernung zu vergrössern. Dieses erhellt daraus, dass jedes 

Element von V, das wir für V in — \~7~) substituiren, 

eine Kraft abgiebt, die von eben diesem Element herrührt 
und die Entfernung zu vergrössern strebt, folglich misst 

, , die Summe aller von allen elektrischen Theilchen 
aq I 

herrührenden Kräfte, d. h. die gesammte auf p in der Rich- 
tung q wirkende Kraft. Um zu beweisen, dass solches auch 
dann noch gilt, wenn p sich innerhalb des Körpers befindet, 
theilen wir V wiederum in zwei Theile, wie vorhin, und es 
liege p an der Oberfläche der kleinen Kugel, so dass i= a; 
alsdann wird die von dieser kleinen Kugel ausgeübte Kraft 
gleich 

'da\ 

sein, wo da das Increment des Radius a bedeutet, das dem Ele- 
ment dq von q entspricht; diese Kraft verschwindet offenbar, 
wenn a = ist : wir brauchen somit nur den Theil zu be- 
achten, der von der ausserhalb der Kugel befindlichen Masse 
herrührt, und dieser ist, wie leicht ersichtlich, gleich 

~3" ^^ * 

Da aber die ersten Ableitungen dieser Grösse dieselben sind, 
wie die von V, sobald a verschwindend klein ist, so erhellt, 
dass sowohl, wenn p innerhalb, als wenn es ausserhalb der 
Masse liegt, die in der Richtung wirkende Kraft stets durch 

Obwohl wir vorstehend nur von einem Körper ge- 
sprochen haben, so gilt die Betrachtung doch allgemein fllr 
ein System von beliebig vielen Körpern, sobald eine endliche 



, (da^ 
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Elektricitätsmenge über ihre Oberflächen vertheilt ist, und wir 
werden stets für einen Punkt p im Innern irgend eines dieser 
Körper 

= dV+47tQ (1) 

haben. Ferner wird auch jetzt die Kraft, die eine in einem 
inneren oder äusseren Punkte J9 endigende Linie q zu vergrössern 

strebt, = — (~7~) 8®^^> ^^ ^^^ Function V die Summe aller 

Elektricitätstheilchen, ein jedes dividirt durch die Entfernung 
von/>, bedeutet. Da diese Function, die in so einfacher Form 
die Werthe der Kraft giebt, mit welcher ein irgendwo befind- 
liches elektrisches Theilchen p angetrieben wird, sehr häufig 
im Folgenden vorkommt, so haben wir uns erlaubt dieselbe 
die Potentialfnnction des Systems zu nennen; offenbar 
ist dieselbe eine Function der Coordinaten des betrachteten 
Punktes p, 

(2,) Durch Versuche ist längst erwiesen, dass, wenn die 
Elektricität auf einem beliebigen System guter Leiter im Gleich- 
gewicht ist, die gesammte Ladung sich auf die Oberfläche der 
Körper begiebt, und dass im Innern sich nicht die geringste 
Menge befindet: doch weiss ich nicht, ob dieses jemals als 
eine nothwendige Oonsequenz des Satzes von der elektrischen 
Abstossung, wie er in der Natur herrscht, erkannt worden ist.^) 
Indess kann der Satz für jedes beliebige System von [10] Leitern 
bewiesen werden, und er tritt als Folgerung aus dem Vorher- 
gehenden hervor. Denn, wenn x, y, z die rechtwinkeligen 
Coordinaten von p im Innern eines Körpers bedeuten , so ist 



— (-T-) die Kraft, welche in der Richtung der x auf p wirkt 

J :'. „,...„ ... .». .. -Q .. 

— \--r-] die nach y und z wirkenden Kräfte, und da die 

Elektricität im Gleichgewicht ist, so sind alle diese Kräfte 
= 0: folglich ist 

und wenn man diese Gieiohung integrirt, wird 



Setzt mau diesen Werth von 
vorigen ArtikeU ein, ao folgt 



die GleicliuDg (1} dm 



woraus folgt, dass die Dichtigkeit im Innern eines Körpers 
unseres Syetemes gleich Nall ist. 

Dieselbe Gleichung (l) giebt den Werth ^ der elektrischen 
Dichtigkeit im Innern eines Körpers an, wenn unvollkomineDe 
Leiter vorhanden sind, wenn wir nur den Werth der Poten- 
tialfunction V im Innern anzugeben vermögen. 

(3.) Elle wir die Beziehungen zwischen der elektrischen 
Dichtigkeit an der Oberfläche der Körper und den entsprecheo- 
den Potent) alfunctionen innerhalb und ausserhalb dieser Flächen 
kennzeichnen, wenn das elektrische Fluidum auf diese Fltlcheii 
beschränkt bleibt, wollen wir zuvörderst ein allgemeines TheoFem 
beweisen , das una später von grossem Nutzen sein wird. 
Dieses Theorem lautet folgendermaasaen : 

Wenn U und V zwei stetige Functionen der rechtwinke- 
ligen Coord in alen X, y, z bedeuten, deren üifferentialquotienten 
in keinem Pnnkte eines beliebig gestalteten Kürpers unendlich 
gross werden, so ist 

wo das dreifache Integral über das ganze Innere des Körpen 
nnd die auf da bezüglichen Integrale über die Oberfläche äaa 
Körpers, dessen Elemente die du sind, zu erstrecken sind: dte 
ist eine unendlich kleine Linie senkrecht zur Oberfläche, und 
zwar gemessen von dieser letzteren nach der inneren Seite 
des Körpers."] 

Um diesen Satz zu beweisen, betrachten wir das dreifache 
Integral 



I dxdyc 



-mt 



dV\ 



Q 



(f)^ 



ldV\ldU\\ 



Dasselbe ist, nach der Methode der theilweisen Integration, 
gleich 



/ 
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+fdxdz V"^ -fdxdz V ^ 
+fd.dyV"'^-fd.dyv'-§^ 

-Jd.dyd.r{-Ey2E^^I^), 

[11] die Acconte deuten, wie gewöhnlich, die Werthe an den 
Grenzen des Integrales an, im vorliegenden Falle also an der 
Oberfläche des Körpers, über dessen Inneres das dreifache Inte- 
gral sich erstreckt. 

dydzV^—= — betrachten, 

der den grösseren Werthen von x entspricht. Da dw stets 
senkrecht zur Oberfläche des Körpers steht, so ist es klar, 
dass, wenn da" das Oberflächenelement ist, welches dydz 
entspricht, wir setzen können 

dx 

dydz = r- * ^^'' 

^ dw 

und .mithin durch Substitution 

dU" P. .. dx „..dU" 



fdydzV"^-^== ^fda" P-V" 
J ^ dx J dw 



dx 



In ähnlicher Weise wird in dem den kleineren Werthen von 
X entsprechenden Ausdrucke 

dU' 



—fdydzV 



dx 



dydz = +;y— • c?(y' 

sein, und folglich 

,,dU' r^^, dx ^^, dU' 

dx 



.fdydzV'^^-fda'^V' 
J ^ dx J dw 



Ferner, da die Summe der Elemente, die durch da' reprä- 
sentirt werden, zusammen mit den durch da" dargestellten die 
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gauze Körperoberfläche ausmacht, so erhalten wir durch 
Addition beider Theile 



J ^ \ (ix (Ix I J dw 



du 
dx 



fdxdzlv''-^—V'—\ = -^fdö^V^— 
J \ dy dy ) J dw dy ' 



du 



wo das auf da bezügliche Integral über die gesammte Ober- 
fläche zu erstrecken ist und dx^ das Increment von x^ dem 
Increment von dw entspricht. 

In völlig gleicher Weise haben wir 

und 

es wird die Summe aller Doppelintegrale in dem vorhin ge- 
gebenen Ausdrucke erhalten werden durch Addition der drei 
soeben gefundenen Werthe, und wir finden 

— re/c/r/^^.^^--!- — .^4-^^^ —\ — —fd V—' 
J \dx dw dy dw dz dw) J dw ' 

dU 

wo V und —i— die Werthe an der Oberfläche bedeuten. Also 
dw 

wird das Integral 

Cd d ld2^äZT(lVdOdVdU\ 
J X y^^Xdx dx dy dy"^ dz dz I ^ 

bei Verwendung des Symboles d (der Kürze wegen), gleich 
—fda V ^^ — /^^ dyd^ Vd U . 

[12] Da nun der Werth dieses Integrales bei einer Vertau- 
schung von V und U sich nicht ändert, so kann es offenbar 
auch gleich 

—JdaU^ — fdxdydzUöV 

gesetzt werden. Wenn wir also diese beiden Ausdrücke ein 
und derselben Grösse einander gleich setzen, so erhalten wir, 
nach Vertauschung ihrer Zeichen, 
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/du /• P dV * r 

daV-^+JdxdydzVdU=JdaU~^+JdxdydzUdF,.{2) 

Damit ist offenbar das Theorem erwiesen, welches auch die 
Form der Function sein möge.^^) 

In dem Wortlaut des Theoremes haben wir vorausgesetzt, 
die Ableitungen von U und V seien endlich innerhalb des 
betrachteten Körpers, eine Bedingung, deren Nothwendigkeit in 
unserer Beweisführung nicht ausdrücklich hervorleuchtet, die aber 
aus der angewandten partiellen Integrationsmethode hervorgeht. 

Um die Nothwendigkeit dieser Bedingung deutlicher ein- 
zusehen, wollen wir diejenige Modification der Formel bestim- 
men, die eintritt, wenn eine der Functionen, z. B. U, inner- 
halb des Körpers unendlich wird; das geschehe in einem 
einzigen Puncto /?': überdies sei, unendlich nahe bei diesem 

Punkte, ü nahezu gleich — ; wo r die Distanz zwischen p' und 

dem Element dxdydz bedeutet. Wenn wir nun eine unend- 
lich kleine Kugel mit dem Radius a um p' herum beschreiben, 
so gilt unser Theorem offenbar für den ganzen ausserhalb der 
Kugel befindlichen Körper, und daraus folgt, da innerhalb der 

Kugel ^C/'=(J— = 0, dass das dreifache Integral über den 

r 

ganzen Körper erstreckt werden kann, sofern der grösste 

hierdurch entstandene Fehler von der Ordnung a^ sein wird.**) 

/dV 
daXJ —z— ^ der der kleinen Kugel 

entspricht, nur eine unendlich kleine Grösse von der Ordnung a ; 

es erübrigt daher nur den Theil von jdaV-z — zu betrachten, 

der sich auf eben diese Fläche bezieht; derselbe wird, da 

,1 
du _ dU _ r _—[ _ — 1 

dw dr dr r^ a^ 

ist, gleich — \7tV\ sobald der Radius a als verschwindend 
angenommen wird. Also wird jetzt die Gleichung (2) 

fdxdydzUdV+ fdaU^ 
=fdxdydzVöU+JdaV^— 4 ttT' .... (3); 
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wo wie vorhin diö dreifachen Integrale über das Gesammt- 
volumen des Körpers und die auf da bezüglichen über dessen 
Oberfläche zu erstrecken sind, und V den Werth von V^ im 
Punkte p' bedeutet. 

Wenn auch die Function V so beschaffen ist, dass sie in 
einem Punkte p" innerhalb des Körpers unendlich und nahezu 

gleich -r in der Nähe dieses Punktes wird, wie U in der Nähe 

von p' unendlich wird, so ist klar, dass wir, ähnlich wie vorhin, 
jetzt erhalten werden 

[13] fdxdydzUdV+fdaU^— \7cU" 

= fdxdydzVdU+fdaV^^—i7tV' (3'); 

die Integrale ebenso genommen, wie vorhin; 6^" ist der Werth 
von U im Punkte p", wo V unendlich wird. Denselben Kunst- 
griff kann man stets anwenden, wie gross auch die Anzahl 
solcher Punkte sei, die zu den Functionen U und V gehört. 
Zur Abkürzung wollen wir in Folgendem solche Werthe 
einer gegebenen Function, wo ihre Differentialquotienten unend- 
lich werden, singulare Werthe nennen, und die anfänglich aufge- 
stellte Bedingung für U und V wollen wir dadurch ausdrücken, 
dass wir sagen, kein singulärer Werth komme innerhalb des 
betrachteten Körpers vor. 

(4.) Jetzt wollen wir einige Beziehungen zwischen der 
Dichtigkeit der Elektricität an der Oberfläche eines Körpers 
und den hierdurch bedingten Potentialfunctionen innerhalb 
und ausserhalb der Oberfläche ableiten. Es sei Qda die 
Elektricitätsmenge auf dem Flächenelemente da und V der 
Werth der Potentialfunction für einen inneren Punkt /?, dessen 
Coordinaten x, y^ z seien. Wenn alsdann V der Werth der 
Function für einen äusseren Punkt ^^' ist, so haben wir 

Qda 



A 



y{§ - x)-^ + (i? — 2/)2 + (? - z]-^ 

wo ^, Yj^ C die Coordinaten von da sind, und 






Qda 



y{S-^r+{ri-v'v+(^-''r 
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die Integrale sind über die ganze Oberfläche des Körpers zu 
erstrecken. 

Auf den ersten Anblick möchte es so scheinen, als könnte 
man den Werth von F' aus dem von V erhalten, indem 
man x^ y ^ .z in x\ y', / verwandelt: indess ist das keines- 
wegs der Fall; denn der Ausdruck für die Potentialfunction 
ändert sich sprungweise beim üebergange von der inneren zur 
äusseren Seite der Fläche. Hierzu bietet sich ein sehr einfaches 
Beispiel dar, wenn wir als Fläche eine Kugel mit dem Radius a 
wählen, deren Centrum im Anfangspunkte der Coordinaten liegt; 
ferner sei die Dichtigkeit q constant, dann haben wir 

K = \nQa und V = , 

also zwei wesentlich verschiedene Functionen. 

Im Allgemeinen genügen beide Functionen der Laplace- 
sehen Gleichung, mithin ist 

= dV und = (J'r': 

überdies hat keine von beiden singulare Werthe; für einen 
Punkt innerhalb des Raumes, zu welchem sie beziehungsweise 
gehören, und zwar an der Oberfläche selbst haben wir 

V= F, 

wo die horizontalen Striche Oberflächenwerthe andeuten sollen. 
Unendlich weit von der Fläche ist 

F' = 0. 

[14] Wir wollen nun zeigen, dass für irgend zwei diese 
Bedingungen erfüllende Functionen es immer in unserer Macht 
steht, einen und zwar nur einen Werth von q anzugeben, zu 
dem gerade diese Functionen als Potentialfunctionen gehören. Zu 
dem Zweck beachte man, dass, wenn man die Gleichung (3) im 
dritten Artikel auf den Raum innerhalb des Körpers anwendet, 

und wenn U = - ist, dieselbe sich folgendermaassen darstellt: 



/ 




■r(S = /^"n..^/— r. 



denn U = — hat nur einen singulären Werth, nämlich in p ; 
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und wir haben auch dV = und d— = 0. wo r die Distanz 

r 

zwischen dem Punkte p, zu welchem V gehört, und da be- 
deutet. 

Wenn wir nun eine unendlich ferne, den Körper ein- 
schliessende Fläche denken und die Formel (2) desselben 
Artikels auf den Raum zwischen der Eörperfläche und der 
vorgedachten äusseren Fläche anwenden (und bemerken, dass hier 

t/'= — keine singulären Werthe hat), so wird 



m^hß'^ 




denn der auf die unendlich ferne Fläche bezogene Theil kann 
vernachlässigt werden, weil dort F' = ist.^^) In dieser letzten 
Gleichung ist dw' offenbar von der Fläche nach aussen ge- 
messen, mithin ist 




' ' = \£}Adil 



oder 

durch welclie Gleichung als Summe der beiden soeben ent- 
wickelten sich ergiebt: 



In genau gleicher Weise erhalten wir für einen Punkt p' 
ausserhalbi der Fläche : 



Daraus folgt, dass es einen Werth von q giebt, nämlich 

^^J7^\\d^l'^\d^jl' 

der V und V ergeben wird für die beiden Potentialfunctionen 
innerhalb und ausserhalb der Fläche. 

Nun ist aber — |^— i die Kraft, mit welcher ein positiv 

\awl 
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elektrisches, innerhalb der Fläche unendlich nahe bei derselben 
befindliches Theilchen in der Richtung dw senkrecht zur 

Oberfläche nach innen getrieben wird; und — (tt"^) ^^^ ^^® 

Kraft, mit welcher ein gleiches Theilchen, ausserhalb der 
Fläche auf derselben Normale wie p und gleichfalls in unend- 
licher Nähe der Fläche liegend, in der Richtung dieser Normale 
nach aussen getrieben wird : die Summe dieser Kräfte ist gleich 
dem doppelten Betrage der Kraft, die eine unendliche Ebene 
auf p ausüben würde, wenn dieselbe mit Elektricität von 
gleicher Dichte geladen wäre, und zwar von derjenigen Dichte, 
die am Fusse der durch p gehenden Normalen herrscht ; diese 
Kraft aber ist, wie leicht zu beweisen, gleich 2 7r^, mithin ist 

i«i --H(ä+e)} ''!. 

also giebt es nur einen Werth von (>, der V und V zu 
entsprechenden Potentialfunctionen machen kann. 

Obwohl wir im Vorstehenden nur einen Körper betrachtet 
haben, so gilt doch dieselbe Herleitung, wie gross auch die 
Zahl der Körper sei; denn die Potentialfunctionen V und V 
würden immer noch gegeben sein durch die Ausdrücke 

r=/i^ und r'=/^; 

mit dem einzigen Unterschiede, dass jetzt die Integration über 
alle Körper erstreckt werden muss und die Zahl von Func- 
tionen von der Form V gleich der Anzahl von Körpern 
sein wird; für einen jeden eine. Ist in solchem Falle ein 
Werth von V für jeden Körper gegeben, sowie ein Werth 
von V* in Bezug auf den äusseren Raum, und genügen diese 
Functionen den oben erwähnten Bedingungen, so kann stets 
die Dichtigkeit an der Oberfläche eines jeden Körpers be- 
stimmt werden, so dass diese Werthe als Potentialfunctionen 
sich ergeben, und da giebt es immer nur eine Dichtigkeit, die 
das erfüllt, nämlich 

^ dw dw ^ 



dV dV 

wo Q. -^ — und -T— r sich auf einen Punkt der Oberfläche 
^' dw dw 

irgend eines dieser Körper beziehen. 
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(5.) Auf Grund der in Artikel (3) mitgetheilten Theorie 

ist es leicht zu beweisen, dass, wenn der Werth von V auf 
einer geschlossenen Fläche gegeben ist, es nur eine Function 
giebt, die der Gleichung = (J F' und der Bedingung, dass V 
innerhalb dieser Fläche keine singulären Werthe habe, genügen 
kann. Denn die Gleichung (3) im 3. Artikel giebt, wenn man 
(5?/= setzt, 

J dw J dw 

In dieser Gleichung ist vorausgesetzt, dass U nur einen singu- 
lären Werth innerhalb der Fläche habe; nämlich im Punkte/?'; 

unendlich nahe von demselben ist sie sehr nahe gleich — , WiO 

r die Entfernung von p' bedeutet. Haben wir nun einen 
Werth von ?7, der ausserdem, dass er obigen Bedingungen 
genügt, auf der Oberfläche selbst gleich Null wird, so würden 

wir t/" = haben, und vorstehende Gleichung geht über in : 



= fdoV^ — A7cV' (5), 

J dw ' 

woraus folgt, dass F', der Werth von V im Punkte />', ge- 
geben ist, wenn F', der Werth an der Oberfläche, bekannt ist. i'*) 
[16] Um uns davon zu überzeugen, dass es solch eine 
Function ?7, wie wir es vorausgesetzt haben, giebt, nehmen 
wir als Oberfläche einen mit der Erde verbundenen vollkom- 
men leitenden Conductor; es befinde sich in p' die Einheit 
positiver Elektricität concentrirt; alsdann ist die von p' und 
von der von p* auf der Oberfläche inducirten Elektricität 
herrührende Potentialfunction der geforderte Werth von ?7. 
Denn in Folge der Verbindung zwischen Conductor und Erde 
muss die Potentialfunction auf der ganzen Fläche constant 
sein und gleich dem der Erde, mithin gleich Null (denn sie 
bilden ja nur einen Körper). Nehmen wir also diese Function 

für C/, so haben wir offenbar ^ = U, = (J CT" und U = - 

in unendlicher Nähe von p\ Da überdies die Function keine 
anderen singulären Punkte innerhalb der Fläche aufweist, so 
besitzt sie alle vorhin geforderten Eigenschaften. 

Da wir ferner C/"' = haben für alle Punkte ausserhalb 
der Fläche, so wird die Gleichung (4) Artikel 4: 
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'rie)H 



dw ' 



wo {q) die Dichtigkeit der auf der Fläche indncirten Elek- 
tricjtät bedeutet, die von der in p' eoncentrirten Einlieit der 
Elektricität inducirt wird. Daher geht die Gleichung (5) dieses 
Artikels Dber in : 



V 



-Jda[q)l^ - 



.(6). 



Diese Gleichung ist wegen ihrer Einfachlieit und Eigen- 
Ihfimliehkeit bemerkenawertli; sie giebt den Werth des Poten- 
tialea für irgend einen inneren Punkt p', sobald V an der 
Oberfläche nnd (p), die Dichtigkeit der Elektricität, die die 
Einheit der im Punkte p' eoncentrirten Elektricität auf der 
Oberfläche induciron würde, bekannt sind, vorausgesetzt die 
Fläche leite vollkommen nnd sei mit der Erde leitend ver- 
bunden. 

Nachdem wir bewiesen haben, dasa der Werth V der 
Potentialf unction V in einem innerhalb der Fläche befindlichen 
Punkte p' bekannt sei, sobald der Werth V an der Ober- 
fläche gegeben ist, wollen wir nun beweisen, dasa, welches auch 
der Werth V sein mag, der aus demselben durch die soeben mit- 
getheilte Formel abgeleitete allgemeine Werth von V stets der 
Gleichung ü = ÖV gonflge. Denn, der Werth von V in einem 
Pnnkte /), dessen Coordinaten x, y, t seien, wie er auf Grund 
obiger Formel aus dem angenommenen Werthe von V folgt, ist 

wo U die gesammte Potential function innerhalb der Fläche 
ist, wie sie von der in p eoncentrirten Einheit der Elektricität 
sammt der durch dieselbe auf der Fläche inducirten Elektricität 
erzeugt wird. Ferner Ist, da V offenbar von a:, y, z unab- 
hängig ist, wie sofort einleuchtet, 

dJJ\ 



,„.K=/..F.(g) 



Nun hängt der allgemeine Werth von JJ von der Lage des 
erzengenden Punktes p und von der eines beliebigen anderen 
p' ab, dessen Coordinaten «', y', z' sind, auf welch letzteren 
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ü bezogen ist, mithin ist er von den sechs Coordinaten Xy y^z^ 
x\ y\ z* abhängig. Aber wir können [17] JJaus zwei Theilen 

zusammengesetzt denken, nämlich dem einen, der gleich — 

(wo r gleich der Distanz pp*) ist, und der von der Elektricität in 
p herrührt, und dem anderen, welcher der durch die Wirkung 
vonjE? auf der Oberfläche inducirten Elektricität zuzuschreiben 
ist, und den wir ?7, nennen wollen. Da ferner Z7, keine singu- 
lären Werthe innerhalb der Fläche besitzt, so können wir 
seinen allgemeinen Werth durch eine der früheren ähnliche 
Formel aus dem Oberflächenwerthe ableiten. Es wird 



4.K=./.,F,(^); 

WO TJ* die gesammte Potentialfunction ist, die die Einheit der 

Elektricität inp' erzeugen würde; daher ist j -^ — l unabhängig 

von den Coordinaten x^ y^ z (von p), auf welche d sich be- 
zieht. Mithin ist: 

Wir hatten vorhin angenommen, es sei 

r 

da nun (J - = ist, so folgt sogleich 

Da ferner an der Oberfläche 

T 

wo r die Distanz zwischen p und da bedeutet, so erhalten wir 

= ÖU, ; 

setzt man dieses in den vorhin entwickelten Werth von dU, 
so wird de/, = und mithin = (JCT^. Da dieses Resultat 
ein allgemeines ist und auf einen beliebigen Punkt p" inner- 
halb der Fläche angewandt werden kann, so erhalten wir ans 
demselben unmittelbar: 



Allgemeine Theorie. 35 

und durch Substitution in die Gleichung für dV, 

In dem ersten Theil dieses Artikels hatten wir gefunden 



«^^'^^^i+lS)' 



dieselbe giebt, combinirt mit = öl^ — | : 

= d{Q) ; 

daher ist die auf einem Elemente da inducirte Dichtigkeit (q) , 
die offenbar eine Function der Coordinaten x, y^ z von p ist, 
auch eine solche Function, die der Gleichung = d{Q) ge- 
ntigt: überdies kann (q) offenbar nirgends unendlich werden, 
wenn p innerhalb der Fläche liegt. 

[18] Wir haben noch nachzuweisen, dass die Gleichung 

stets V= V ergiebt für einen Punkt innerhalb der Fläche 
in unendlicher Nähe von derselben, welcher Werth auch für 

V angenommen sein mag. 

Es liege also der Punkt p unendlich nahe an der Fläche ; 
offenbar ist der Werth von (^), d. i. der Werth der durch p 
inducirten Dichtigkeit, unmerklich klein, ausgenommen an den 
Stellen, die unendlich nahe bei p liegen, und an diesen Stellen 
ist der Werth von [q] unabhängig von der Form der Fläche, 
und abhängig bloss von der Distanz jo, da. Wir werden 
aber später (Art. 10) zeigen, dass, wenn die Fläche eine Kugel 
von beliebigem Radius darstellt, der Werth von [q] folgender ist : 

wo a die kürzeste Entfernung zwischen p und der Oberfläche 
ist, während f die Distanz py da bezeichnet. Dieser Aus- 
druck giebt uns einen Begriff davon, wie schnell beim 
Uebergange von dem unendlich kleinen Theil der FMk<^Vv^ 




m der unmittelbaren Nähe von p bis zu einer 

Endliches entferntoB Stelle (^} abnimmt; und wenn dieser 
Werth in den obigen Anadruck für V subaiituirt wird, and 
man « verachwindend klein werden läsat, so wird V ^ V M] 
Also lencbtet ein, dass die durch obige Formel bestimmle 
Function V keinen äingnlären W'ertb innerhalb der betrach- 
teten Fläche hat. 

Was vorhin fllr einen Raum innerhalb einer geschlossenen 
Fläche bewiesen ward, kann auch für einen ausserhalb einer 
beliebigen Zahl von geecblossenen Flächen beliebiger Gestalt 
befindlichen gezeigt werden, wenn man nnr die Bedingung 
hinzofflgt , dnsB V in nnendlicher Entfernung von diesen 
Flächen gleich Null wird. Denn, nimmt man eine von den 
vorhin betriichteten als unendlich ferne Fläche an, ho kann 
alles vorbin Ausgesagte auf den gesummten Raum innerhalb 
der unendlichen und ausserhalb der anderen Flächen angewandt 
werden; folglich ist 



■vV 



=/'-■©■ 



wo die Integration Aber alle Flächen erstreckt werden muBa 
(nur beachte man, dass der auf die unendlich ferne Fläche 
bezogene Theil verschwindet, weil dort l" überall gleich Null 
ist), während dw offenbar von den Flächen nach aussen ge- 
richtet sein muaa in den Raum hinein, auf welchen V aioli 
jetzt bezieht. 

Die Form der Gleichung (ü) ändert sich also nicht, und 



r'--/(e)rf«(- 



■J{Q)d 



wo die Integration sich über alle Flächen erstreckt, und (^) 
die auf jeder derselben in Gegenwart der übrigen inducirte 
elektrische Dichtigkeit bedeutet, voran agesetzt, sie seien alle 
mittelst unendlich dünner Drähte mit der Erde leitend ver- 
bunden. 

(6.) Es sei A die geschlossene Fläche eines vollkommenen 
Leiters und p ein innerer Punkt, in welchem die Elektricitäta- 
menge Q condensirt sei, die [19j in A einen elektrischen Znstand 
indncirc; aladann wird T' der Werth der von der Fl&ehe 
allein in einem anderen inneren Punkte p' erzeugten Potential- 
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function, solch eine Function der Coordinaten von p und p' 
sein, dass wir die Coordinaten von p und p* vertauschen können, 
ohne den Werth zu verändern. Oder, mit andern Worten: 
der Werth der von der Fläche allein erzeugten Potential- 
function in jt?', wenn die inducirende Elektricität Q in jo con- 
centrirt gedacht wird, ist gleich der in p auftretenden, wenn 
dieselbe Electricitätsmenge Q in p' conc^ntrirt wird. 

Denn in Folge des an der Oberfläche vorhandenen Gleich- 
gewichtes haben wir oflfenbar im ersten Falle, wo Q in jo 
concentrirt ist, 

WO r gleich der Distanz zwischen p und dem Oberflächen- 
elemente da' auf A und ß eine von der anfänglichen Ladung 
auf A abhängige Constante bedeutet. Aber der Werth von V 
in p' ist nach Artikel (5): 



V=-f(Q')da'V, 



WO {q') wie in jenem Artikel die von der Einheit der Elek- 
tricität, die inp' concentrirt ist, in dem Element da' inducirte 
Dichtigkeit bedeutet, vorausgesetzt, A sei zur Erde abgeleitet. 
Diese Gleichung ergiebt: 



dV=—f(Q')da'6V=0 ; 



— Q 

da dV= — d — = 0; das Symbol d bezieht sich auf die 

r 

Coordinaten x^y^ z Yon p. Wir wissen aber, dass = d'V, 

wo das Symbol d' sich in ähnlicher Weise auf die Coordinaten 

x', y, z' von p' bezieht. Also wird zugleich 

= (JF und = 6'V] 

wobei bemerkt werden muss, dass die Function V keine singu- 
lären Werthe hat, wenn beide, p und p\ innerhalb der Fläche 
A liegen. Ist dieses der Fall, so ergiebt die erste Gleichung 
offenbar: 



= -J{Q)daV; 



WO V den Werth von V darstellt, der entstünde, wenn der 
inducirende Punkt p nach do versetzt würde^ ^äJxY^xA igf ^ää 



.!*..■_.. --.4 
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seinem Orte verbliebe. Da V eine Function von x\ y\ z' und 
§^ ri, ^j den Coordinaten von da, ist, und da [q) eine Fnnotion 
von X, y, z, ^, Tjj C und unabhängig von x', y', z' ist, so 
ist in Folge der zweiten Gleichung 

= ö'V=—f(Q)da3'V, 

was nicht allgemein ftlr jede Lage von p gelten könnte, 
wenn nicht 

wäre; dabei mtlssen wir uns hüten, den gegenwärtigen Werth 

von V mit dem im Anfange dieses Artikels gebrauchten zu 
verwechseln, als wir die Gleichung = dV bewiesen, denn 
diese letztere hat ihren Dienst verrichtet und kann weiterhin 
entbehrt werden. 

Die Gleichung z= 8'V' giebt in ähnlicher Weise : 

V=—f(Q')d(/V^ ] 

[20] wo K' den Werth von V darstellt, der entsteht, wenn der 
Punkt p' zu irgend einem anderen Elemente da' der Fläche 

A gelangt. Wird dieser Ausdruck für V in den vorhin ent- 
wickelten Werth substituirt, so kommt: 



V=+JJ[Q)[Q)dada'V' : 



in welchem Doppelintegral die Integration in Bezug auf eine 
jede der Veränderlichen da und da' über die ganze Fläche 
erstreckt werden muss. 

Wenn wir jetzt mit V, den Werth der Potentialfunction 
in dem Punkte p bezeichnen, der von der Fläche A erzeugt 
wird, wenn die Menge Q in p' concentrirt ist, so erhalten wir 

K=+f{Q]{Q)dadaty 
wo bloss die Integrationsordnung vertauscht worden ist ohne 

~7" 

Aenderung der Grenzen : V, ist dabei der Werth, den V, erhält, 
wenn erst der elektrische Punkt p' an die Oberfläche gebracht 
wird, und dann der Punkt p, auf den V, sich bezieht. Wenn 



solches geacliehen ist, so atellen offentiar F' und V. ein nnd 
dieselbe Grösse dar, denn beide geben einen Werth der 
PotentialfuBctioD in einem Punkte der Fläche A an, nnd zwar 
der Polentiulfonction, die von dei Fläche selbst erzeugt wird, 
wenn anf ihr die Elektricität von einem elektrischen anderen 
Punkte derselben Oberfläche induoirt wird, daher ist auch 

r=v,, 

was im Anfange dieses Artikels behauptet worden war.'^) 

Ans dem 5. Ai'tikel folgt, dass nnsere Beweisführung 
anch in dem Raum ausserhalb einer beliebigen Anzahl von 
Flachen gültig ist, wenn wir die Bedingung hinzufügen, daas 
die auf diesen Kaum bezogene Potentialfnnction V gleich Null 
sein mass, wenn p oder p' in eine unendliche Entfernung von 
diesen Körpern fortrucken, eine Bedingung, die offenbar erfüllt 
sein wird, wenn ursprllnghch alle Körper in einem natürlichen 
Zustande sich befinden. Angenommen, dieses finde statt, ao 
erhellt, dass die auf einen Punkt p' des Süsseren Raumes 
bezogene, von der durch einen elektrischen Punkt p auf den 
Oberflächen beliebig vieler leitender Körper inducirten Elek- 
tricität erzeugte Potentialfnnction gleich der in p auftretenden 
ist, wenn der elektrische Punkt nach p' gebracht würde. 

Da dieser Satz von der Anzahl und Grösse der leitenden 
KOrper völlig unabhängig ist, so kann er auch für den Fall 
einer unendlichen Zahl von Theilchen gelten, in denen die 
Elektricität sich frei bewegen kann, so jedoch, dass sie 
sich nicht von einem Theilchen zum andern zu begeben im 
Stande sei. Diese Annahme ist stets in der Theorie des 
Magnetismus gemacht worden, und der vorstehende Artikel 
wii'd uns sehr nützlich sein, wenn wir später zur Behandlung 
dieser Theorie kommen werden. 

(7.) Nach Erledigung der auf elektrische Oberflächen sich 
beziehenden Fragen wird die allgemeine Theorie der Be- 
ziehungen zwischen der elektrischen Dichtigkeit und den ent- 
sprechenden Potentialfunctionen für den Fall, wo die Elektricität 
sowohl im Innern fester Körper wie auf ihrer Oberfläche 
vertheilt ist, auf Grund der im I. Artikel aufgestelllen Sätze 
ohne Austand erledigt werden können. 

Es sei r" der Werth der Potentialfnnction in einem Punkte 
p' innerhalb eines beliebig gestalteten, featen Körpera^ dva 



1 
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Function erzengt gedacht von der gesammten^ innen befind- 
lichen elektrischen Masse, und q' sei die [21] elektrische Dich- 
tigkeit im Innern, mithin eine Function der rechtwinkeligen 
Coordinaten x, y, z: alsdann ist, wenn q die Oberflächen- 
dichtigkeit bedeutet, 



y, ^r dxdydzq ^ rdaq 



r' bedeutet die Distanz zwischen dem Punkte j»', dessen 
Coordinaten x\ y', z\ und demjenigen, dessen Coordinaten 
X, y, z sind, und auf welchen q' sich bezieht; ferner ist r 
die Distanz zwischen p' und dem Oberflächenelement da des 
Körpers: offenbar ist F' eine Function von x', y\ z\ Wenn 
nun V das bedeutet, was aus V^ wird, wenn man x'j y\ z* in 
x^y^ z verwandelt, so folgt aus Artikel (l), dass q' aus der 
Gleichung 

= 47r9' + (JF 

bestimmt werden kann. Setzen wir q* aus dieser Gleichung 
in die unmittelbar vorhergehende ein, so kommt: 

, rdxdydzdV fqda 

woraus weiter nach Gleichung (3) Artikel (3) folgt: 



/qda 1 
r 4 7 




daV 




wo die horizontalen Striche Oberflächenwerthe andeuten. 

Es sei nun F, der Werth der Po tentialf unction in dem 
Räume ausserhalb des Körpers, ein Werth, der nach Art. (5) 
nur von dem Oberflächenwerthe von V abhängt; so giebt die 
Gleichung (2) Art. (3), auf diesen äusseren Raum angewandt, 

da ÖV, = und d- = ist, 





'^'Aä^i -/"(S) ■' 



wo dw' von der Fläche nach dem äusseren Räume, zu dem 
V gehört, gemessen ist und dw nach dem inneren. Es ist 
weiter dw = — dw' und deshalb : 




f''^i£}--f""^i£}-'fv^)- 



Snbatitairt man 



iüT J'daV 



(-) 



dea voräteheudeu Aua- 



drnck in die obige den Wertli von p bestimmende Gleichung, 
so kommt 

eine Gleichung, die nur dann allgemein beateben liann, wenn 






jdV.\ \ 



Alao die ganze Schwierigkeit ist auf die Aufgabe redncirt, 
den Werth V, der Potentialf unction ausserhalb des Körpers 
zu liDden. 

[22] Obwohl wir nur einen Körper betrachtet haben, ao ist 
doch dieselbe Theorie bei einer beliebigen Anzahl von Körpern 
anwendbar, und die Wertbe von g und q' werden durch ganz 
dieselben Formeln bestimmt, wie gross auch jene Zahl sei: 
F, ist die allen Körpern gemeinsame äussere Potential function. 

Sind die Körper aämmtlich vollkommen leitend, ao begiebt 
sich, nach Art. (I), die ganze Ladung anf die Oberflächen, 
deshalb wird die in diesem Artikel gebrachte Theorie keine 
Anwendung finden; da es aber in der Natui wahrscheinlich 
anch unvollkommene Leiter gicbt, so wird die Theorie solcher 
Körper durchaus unentbehrlich, wenn wir die elektrischen 
ßrscbeinnngen in ihrer Allgemeinheit untersuchen wollen. 

Nachdem wir in dem letzten und den vorhergehenden 
Artikeln die allgemeinsten Gmndlehren der Theorie der Elek- 
tricitSt entwickelt haben, wollen wir im Folgenden diese Lehren 
auf speoiellere Fälle anwenden ; da unsere Abhandlnng in be- 
scheidenen Grenzen gehalten werden muas, so wollen wir una 
auf eine kurze Untersuchung der interessanteren Erscheinungen 
beschränken. 



Anwendung der vorhergehenden Besnltate anf 
die Theorie der Elektricität. 

(8.) Die erste Anwendung der vorhergehenden Sätze sei 
die Theorie der Leydener Flasche. Es heisse die innere 
Flaschenbelegnng A, dieselbe habe irgend eine Form, eben 
oder gekrümmt; die Anssenbelegung heisse B, und sei die 
normal zu A gemessene Dicke des Glases; sei eine sehr 
kleine Grösse, welche, der Allgemeinheit wegen, irgendwie von 
einer Stelle von A zur andern variire. Wird jetzt die innere 
Belegung mit einem geladenen Conductor (7, die äussere mit 
einem gleichfalls geladenen Conductor C verbunden, so wird 
in Folge dieser Verbindungen der Werth der vom Gesammt- 
system erzeugten, auf das ganze Innensystem bezogenen Poten- 
tialfunction constant sein sowohl auf der inneren Belegung A 
als auf dem Conductor C] dieser constante Werth sei 

ß- 

Ebenso wird auf der äusseren Belegung mitsammt dem Con- 
ductor C" ein constanter Potentialwerth 

ß' 

herrschen. Es sei ferner V der Werth der Potentialf unction im 
ganzen Räume ausserhalb [23] der Leitersysteme und mithin 
auch innerhalb der Glassubstanz, so haben wir, gemäss Art. (4), 

V=ß und V=ß'. 

Eine horizontale Linie über einer Grösse deutet die Zugehörig- 
keit zum System der inneren Belegung A^ und zwei Linien 
die zum System der äusseren B an. 

In irgend einem Punkte errichten wir eine Normale auf A 
und erwählen dieselbe zur Axe der w: dann seien w' und w?" 
zwei andere rechtwinkelige Axen, die nothwendig in der im 
Punkte -4 gedachten Tangentialebene liegen müssen; F' werde 
als Function von w, w' und w" gedacht, alsdann haben wir 
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nach dem Tayfor^ sehen Satze, da i^' = und tZ?" = 0, auf 
der Axe der w^ längs welcher gemessen wird, 

F-F+^.^ + ^.-^ + etc- 

welche Reihe wegen der Kleinheit von 6 sehr rasch convergirt. 

Führen wir für V und V ihre oben erwähnten Werthe ein, 
so erhalten wir 

Aehnlich ist, wenn w senkrecht zu B^ nach A hin gerichtet 
wird und 0^ die Glasdicke längs dieser Normale bedeutet. 

Vernachlässigt man aber Quantitäten von der Ordnung d, so 
gilt offenbar die Beziehung 

dw*" ^ ^ dW ' 

wo n eine ganze positive Zahl ist, und wo der Factor ( — 1)** 
•eingeführt ward, weil w und w nach entgegengesetzten Rich- 
tungen gemessen worden sind. Nun ist nach Art. (4): 

>. - ^^ ^ A = d^ 
— 4 7rö = ^=r und — 4 7rö=-7=^; 

^ dw ^ dw 

wo ^ und Q die elektrischen Dichtigkeiten auf den Flächen 
A und B bedeuten. Erlauben wir uns im Nachfolgenden 
Grössen von der Ordnung ö^ zu vernachlässigen, so dürfen 
wir statt 6, schreiben, und erhalten durch Substitution 

wo V und q Grössen von der Ordnung ^ sind, ß' und ß von 
der Ordnung 0^ oder der Einheit. Es [24] erübrigt nur noch 
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den Werth von -,--« f^r ir^nd einen Punkt der FUche A 



za bestimmen. 

In der Glassubstonz genfi^ die Potentialfnnction V der 
Gleichung =z dV, deshalb gilt in einem Punkte der Obei^ 
fläche von A. wo tr. tc und ic" äftmmtlieh gleich Noll sind, 
die Gleichung: 

diC' dt€' dw ' 

wo fiber tc, ic, ic", der Eünfachheit wegen, die Horäontal- 
striche fortgelassen sind. Da femer tc' = Ö, so ist 



^ = ( ^0 — 2 Frf,. + V2H.^ : dw'^ , 



d^l 
d 



und da V auf der Fläche A constant, nämlich gleich ft ist, 
so folgt: 

rr ^ rr ^ , dV dw"^ ^, ^ , dV \dw'^ 

V, = ft; V,,. = ft + ^^--, T.,,^. = ^+___; 

hier ist R der Krümmungsradius von A in der Ebene (u7, w')J^] 
Setzt man diese Werthe in die unmittelbar vorhergehende 
Gleichung ein, so erhalten wir 

d^V _ J^dV _ —_^^Q 
dw'^ ~ Rd^ ~ R 

Genau in gleicher Weise kommt, wenn wir R' für die Erfim- 
mung in der Ebene (w^ w) schreiben, 

dW ___ —\n ^ ^ 
dw'"^ "~ R' ' 

beide Radien positiv auf der Seite, wo w^ d. h. w?, negativ 
ist. Diese Werthe, in = rf F eingesetzt, ergeben 

dvfl 



='''A^^^) 



d'^V 
für den gesuchten Werth von -^ -.^ > ^^^ ^^ ergiebt die Summe 

dor beiden Gleichungen, in welche dieser Ausdruck eingeht. 



Anwendung dei 

7;). 



1- b+s^ » 



■or hergeh enden Resultate, 



"), 



tas] 



-m 



I und Q : 



■(8), 



und die Differenz derselben Gleiclinngen : 

?-/«■ = 2«(s-e)»; 

daher Bind die gesucbteu Werthe der DicLtigkeiten 

'-ff/, , »/i 

*■- i„e V lU + nll I 

welche ÄDsdiüeke bis zn Werthen von der Ordnung Ö'^ correct 
sind oder, was dasselbe ist, bis zn Werthen von der Ordnung 
6; sofern diese im Schlusstheil der vorstehenden Analyse, als 
nnmerklich vernachlässigt worden sind. 

Es Bei d(j ein OberfläcbenelenieDt auf Ä^ alsdann ist das 
entsprechende Element anf B, wie ein solches durch die 
Normalen auf Ä ausgeschnitten wird, gleich "■) 



2 



daher ist die Elektricitätsmenge 



-'I 

auf diesem Elemente gleich 



setzt [ 



L für l 



I vorhin gefundenen Werth 



I\ 



and vernachlässigt Ö'^^, so erhält man 

d, h. dieselbe OrUsse wie auf dem Element da der ersten 
Fläche. Wenn wir also auf A eine durch eine geschlossene 
Onrve umgrenzte Fläche betrachten, und die correspondirende 
anf B, wie sie durch Normalen längs jener ganzen Curve 
ansgeschnitten wird, so ist die Summe der Ladungen auf 
diesen correspoudirenden Flächenstttcken gleich Null; mithin 
werden die gesammten Ladungen, wenn mau die Elektricitäts- 
mengen auf den beiden Belegungen als diejenigen Mengen 
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ansieht, die den beiden Glasflächen anliegen, sich gegenseitig 
genau neutralisiren. Dieses Resultat muss auffällig erscheinen, 
wenn man den grossen Betrag der angesammelten Elektricitftten 
überlegt; übrigens wird man durch Versuche dasselbe veriti- 
ciren können. 

Als specielles Beispiel für die Anwendung dieses allge- 
meinen Theoremes denken wir uns eine leitende Engel mit 
dem Radius a mit der inneren Belegung einer Leydener Flasche 
durch einen langen dünnen Draht verbunden, während die 
Aussenseite abgeleitet ist; dieses System sei geladen: die 
Dichtigkeit P auf der Oberfläche der Kugel wird sehr nahe 
constant sein, daher wird die Potentialfunction innerhalb der 
Kugel und mithin auch wegen der leitenden Verbindung auf 
der inneren Belegung von A sehr nahe gleich ^itaP sein, 
da wir ohne merklichen Fehler den Einfluss des Drahtes und 
der Flasche vernachlässigen dürfen. Also ist 

ß = A7taP und ß' = 0, 

und die Gleichungen (8) geben, wenn Grössen von der Ord- 
nung vernachlässigt werden, 

ß ^ D ^ = —ß ^ D 

^=4^ = 0^ "^"^ ^ = 47^=-ö^- 

Wir erhalten in dieser Weise durch eine höchst einfache 
Rechnung die Dichtigkeiten auf irgend welchen Punkten von 
A und Bj dicht am Glase, sobald die des Conductors be- 
kannt ist. 

[26] Die Theorie des Condensators , Elektrophores etc. 
hängt mit dem Erörterten zusammen; jedoch gestatten die 
dieser Abhandlung gesteckten Grenzen nicht auf diese Einzel- 
heiten einzugehen; ein Resultat jedoch, das sich auf Cascaden- 
schliessung von Leydener Flaschen bezieht, ist beachtenswerth 
und ergiebt sich so leicht aus den Gleichungen (8), dass ich 
mich nicht enthalten kann, es hier einzuschieben. 

Es sei eine Anzahl gleicher und in gleicher Art isolirter 
Leydener Flaschen gleicher Glasdicke so geordnet, dass die 
äussere Belegung der ersten mit der inneren der zweiten ver- 
bunden sei; die äussere der zweiten mit der inneren der 
dritten; und so fort durch die ganze Reihe bis zur letzten, 
deren äussere Belegung zur Erde abgeleitet sei. Die innere 
Belegung der ersten Flasche sei mit dem Conductor einer 
Elektrisirmaschine verbunden, die man in Thätigkeit versetzt; 
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aldann werden alle übrigen Flaschen eine gewisse Ladung 
erhalten, und diese Art zu laden nennt man case adenartig. 
Vernachlässigen wir die geringen Mengen freier Elektricität 
auf den metallischen äusseren Belegungen und andere Grössen 
derselben Ordnung, so kann der elektrische Zustand einer 
jeden Flasche der ganzen Reihe leicht bestimmt werden: denn 
aus den Gleichungen (8) folgt 

Ein Index am Fusse eines Buchstabens bezeichne nun die 
Nummer der bezüglichen Flasche, so dass Qi der ersten, ^2 
der zweiten angehört, u. s. f. ; es sei die Gesammtzahl n, und d 
habe für alle ein und denselben Werth, alsdann ist 



- _ß^-ß\ 


= ß'x-ßi 


- ßi ßl 
Q2 -i--Q^ 


= ßi ßt 


etc. 


etc. 


- /*« /*n 


^ ^ » <*» 



^»^ 47rö ' ^'^ 4/rö 

Ferner sei ß der Werth der gesammten Potentialfunction im 
ersten Conductor und in der ersten Flasche, alsdann haben 
wir, in Folge der Verbindungen des Systemes, in regulärer 
Folge, beginnend mit dem ersten Conductor und endigend mit 
der äusseren Belegung der letzten Flasche, die mit der Erde 
leitend verbunden ist, 

ß = ßu ß\=ßl\ ß\ = ß^\ etc ß'n^i=ßrn ß'n= ^ '. 

= ?i + ^2 ; = ^2 + ^"3 ; etc = fn-i + Qn • 

Aber das erste System von Gleichungen eigiebt = ^^ + ^^ , 
welches auch die Zahl s ^ei, und die zweite Zeile vorstehender 
Beziehungen giebt = "Qs-i + Q^s > ^^^ ^em Vergleich beider 
folgt: 

Qs = Qs-i 1 

d. h. alle Flaschen des Systemes sind gleich stark geladen. 
Snmmiren wir ferner vertical eine jede Columne des ersten 
Systemes, so erhalten wir, bei Beachtung des zweiten Systemes: 



m e,+^2 



;i + - 



' ifio ■ 



Wir sehen also, daes die gesammte Ladung aller Flaschen 
genau dieselbe ist, wie wenn wir nur eine geladen hätten, 

wenn dieselbe mit demselben Conductor verbanden und Ihre 
Äussere Belegung zur Erde abgeleitet worden wäre, Also 
wird diese Art zu laden, obwohl sie Zeit ersparen nag, 
nimmermehr eine stärkere Ansammlung von ElektricitSt er- 
möglichen, aU wenn nur eine einzige Flasche genommen wUrde, 

(9.) Nehmen wir jetzt eine vollkommen leitende hohle 
Schale von irgend welcher Gestüt und Dicke , nud aetiteD 
dieselbe der Wirkung beliebiger ausserhalb befindlicher elek- 
trischer Körper aus; in der Schale werde ein elektrischer 
Zustand inducirt; es wird derselbe alsdann ein solcher sein,. 
dass die totale Wirkung auf einen im iDuern befindlicheD 
elektrischen Punkt absolut gleich Null ist. 

Denn, es sei V der Werth der gesammteii Potential func- 
tion in einem Pnnkte p innerhalb der Schale, alsdann haben 
wir auf der inneren Fläche, die ja eine geschlossene ist. 



V 



--!i\ 



fi bedeutet eine constante Grösse, die den Wertli der Potential- 
function innerhalb der Schale darstellt, wo die Elektricität 
der Voraussetzung nach im G leidige wicht ist vermöge der 
Wirkung der auf der Schale seibat inducirten Elektricität. 
Ueberdies genügt V offenbar der Gleichung = (V f und hat 
keine singulären Wertbe innerhalb der geschlossenen Fläche, 
auf welche es sich bezieht: daher folgt, gemäss Art. (5), dass 
der allgemeine Werth 

V=ß 

ist, und da die aufy^ wirkenden Kräfte durch die Differential- 
quotienten von V gegeben sind, so sind alle diese Kräfte 
offenbar gleich Null, '=) 

Wenn dagegen die elektrischen Körper sich sämmtlich 
innerhalb der Schale befinden , deren äussere Oberääohe 
mit der Erde leitend verbunden wird, ao ist es ebenso leicht 

beweisen, dass nicht die geringste Wirkung auf einen 
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ausserhalb der äobale befindlicben elektriacheo Punkt statt 
hat; vielniehr wird die auf der Innenseite der Schale dnrch die 
innen vorhandönen elektriaelien Körper inducirte Elektricität 
geuan die directe Wirkung der Körper aufheben. Oder all- 
gemeiner: 

Gesetzt, wir hätten eine hohle, vollkommen leitende Schale, 
die von irgend zwei Flächen begrenzt sei, nnd es befinde sich 
eine Anzahl elektrisirter Körper zum Theil innerhalb der 
Schale, znm Theil ansaerhalb, nach Belieben; die innere Fläche 
ferner sammt den inneren Körpern werde das Inuenayatem ge- 
nannt, sowie die änsaere Fläche »ammt den änsseren Körpern 
das AuBsensystem ; alsdann werden alle elektrischen Vorgänge 
im Innensystem in Bezog auf Änziehnngeu, Abstoasungen nnd 
Dichtigkeiten genau dieselben sein, wie wenn es gar kein 
Anssenayatem gäbe und zugleich die Innenfläche mit der Erde 
leitend in Verbindung gesetzt wäre; und alle Vorgänge im 
Anasensystem werden dieselben sein, wie wenn das Innen- 
system nicht vorhanden nnd die Aussenseite der Schale ein 
vollkommener Leiter wäre, geladen mit einer Elektricitflta- 
menge, gleich derjenigen Ladung, die in der Schale und auf 
all den inneren Körpern nrsprUnglich vorhanden war. 

[28] Dieses ist eine dermaasaen unmittelbare Folgerung 
ans den im 4. nnd 5. Art. gebrachten Sätzen, dass ein formaler 
Beweis völlig ilberflflasig erscheint; und es erhellt, daas fär 
das Innensyatem der Fall des Vorhandenseins von dem des' 
Nichtvorhandensein 3 eines äusseren Syatems sich lediglich durch 
HinzufQgung einer conatanten Grösse zum gcaammten Potential 
innerhalb der äusseren Oberfläche unterscheidet, welche Con- 
Btimte in den Diflerentialquotienten dieser Grösse natttrlich ver- 
schwinden wird und mithin auch in dem Werthe der Attrac- 
lionen, Repulsionen und Dichtigkeiten, die sämmtÜch nur von 
diesen Differentialquotienten abhängen. In dem äusseren 
Systeme findet nicht einmal dieser Unterschied statt, sondern das 
gesammte Potential ausserhalb der inneren Fläche ist genau 
dasselbe, mag das Inuensystem vorhanden sein oder nicht. 

(10.) Die Betrachtung der elektrischen Erscheinungen bei 
Kugeln in verschiedener Anordnung ist recht intereaaant, weil 
dia theoretisch gewonnenen Resultate leicht experimentell ge- 
prüft werden können; aber schon die vollständige Lösung des 
einfachen Falles, wo zwei zuvor elektrisirte Kugeln einander 
gegenflberBtehen, erheischt eine tiefgreifende Analysis und ist 
sehr geaehickt von Herrn Poisson behandelt worden (Jt^^a- 

OrtwUa-a KlBsiilier. 61, \ 



50 



George Green. 



de rinatitut 1811).^'') In diesem Artikel gedenken wir nuf ein 
oder zwei Beispiele über die Vertheilung der Eleklricität anf 
Kugeln zu gehen, wo aelir einfache Formeln vorkommen. 

Eine Engelfläche habe den Radius a nod sei mit Elek- 
tricität von der variablen Dichtigkeit ^ bedeckt; wqdd wir 
alsdann, wie in der Möc. tldleste die Potential fn notion V in 
Bezug auf einen innerhalb der Kugel beSadlichen Punkt p \a 
folgende Reihe entwickeln: 

V = m) + U^n-+ r/l*'''-^+ ?7t^>^3+ etc.; 

wo r die Entfernung von p bia zum Kugelcenlrum bedeutet, 
nnd Z7"", C"'" etc. Functionen der beiden andern Polarcoordi- 
naten von p sind, so ist nach dem, was in dem soeben «tv 
wähnten bewundernswerChen Werke gezeigt worden ist, klar, 
dass die von derselben Fläche herrflhrende, anf einen Im Ab- 
stände r' vom Centrnm der Kugel auf dem Radius r befind- 
lichen äusseren Punkt p' bezogene Potentialfuuction V gleich 
sein wird: 

V = U'») j + P") ^ + f^Ki ^g + etc. 

Machen wir nun V^ (p{r) und F"' = V(''')i ä** werden die 
beiden Functionen <p und ip den Gleichungen 



W) = -'P\ 



oder 



Aber nach Art, (4) ist: 
W _ 



''^ = -^,- 






nnd i// in ihrer ersten Ge- 



nnd die Gleichungen zwischen ( 
statt geben, differentiirt: 

[39] Setzen wir jetzt r = a, so kommt: 

(p' und >p' sind die Symbole för Differentialquotienten von <p 
and tp nach Laffranr/e's Schreibweise. 



r 
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Acbnlicli ^iebt jene GleichtiDg in ihrer zweiten Oestaltl 

Snbstituireu wir diese nach einander in die Gleichung ftir 
Q, SO erhalten wir: 



dr 



■ ■ ■ (8). 



Wenn alao der Werth der Potentialfnnction entweder für 
den Raum innerhalb, oder für den anaserhalb der Kngel be- 
kannt ist, so hat man sofort die Dichtigkeit ^ aus der einen 
oder aas der anderen Gleichung.^') 

Auf Grund des Vorstehenden können wir bestimmen, wie 
die Elektricilät auf einer leitenden Engel mit dem Badius a 
sich vertheilen wird, wenn einige ausserhalb derselben be- 
findliche Körper sie beeinfinssen ; der elektrische Zustand der 
letzteren sei gegeben. In diesem Falle haben wir sofort den 
Ton ihnen herrührenden Werth der Potentialfnnction. Derselbe 
sei gleich A fllr einen inneren Punkt; wo A eine Fnnetion 
des Radius und der beiden anderen Polarcoordinaten ist. Die 
gesammte Ladung wird sich alsdann auf die Oberfläche be- 
geben (Art. 1], und wenn F die von dieser Fläche stammende 
Potentialfonction flr denselben Punkt p ist, so haben wir, 
wegen des Gleichgewichtes innerhalb der Kngel: 

F+A = ß oder V= ß — A, 

wo 1^ eine conatante Grösse ist. Setzt man diesen Werth in 
die erste der Gleichungen (9} ein, so kommt: 



4nre = -2-^ — - + ^ : 

die Horizon tat linien deuten wiederum an, dass die Werthe sJob 
auf die Oberfläche beziehen. 

Steht die Kuget mit der Erde in leitender Verbindung, so 
ist jy = und Q ist vollständig bestimmt ; ist aber die Kugel 
isolirt und hat sie eine Ladung Q, su kann ß folgender- 
maassen ermittelt werden : es sei V" der WovCh dw yn'^sA^vÄv- 
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fnncliOD ausserhalb der Fl&ohe, der dem Wertlie V=ß — A 
im Inaern entspricht; dann ist nach dem Vorhergegangenen: 

r 

und A' wird ana A gefunden durch die Oleichungeni 

[301 ^-T.W, i^.W = f'f.(v); X' = ,/.,(r'), 

WO r' der dem Punkte p' ausserhalb der Kugel, zu welcher 
A' gehört, entsprechende Radius ist. Wenn r' unendlich ist. 



-? = ^ — a: oder {i= Q + r'A'; 

wo r' unendlich zu setzen ist. Haben wir hieraus den Wei'th 
von ß ermittelt, 30 ist auch 41 bekannt. 

Wir wollen ein Beispiel geben zur Anwendung der zweiten 
der Gleichungen {9}, Eine leitende Kugel, deren Radius a, 
sei mit der Erde verbunden und stehe unter dem Einflnsa 
einiger elektrischer Kürper in ihrem Inneren ; die von letzteren 
herrühren de Potential function fttr einen äusseren Punkt sei 
gleich B. Die gesammte von den inneren Körpern und der 
Kugel herrührende Potential function hat offenbar auf der Ober- 
fläche den Werth 0, mithin auch in einem äusseren Funkte 
(Art. 5). Folglich ist V + B' ^ ü ; wo V von der Fläche 
herrtkhrt. AI30 wird die zweite der Gleichungen (9): 

.,dB'B' 

^ dr' ' a 

Wir sind also mittelst dieser einfachen Gleichung in den Stand 
gesetzt, die Dichtigkeit der auf der Kngel inducirten Elek- 
tricität zu bestimmen. 

Angenommen nnn, alle die inneren Körper seien auf einen 
einzigen Punkt /• reducirt, in welchem die Einheit der Blek- 
tricilät concentrirt sei, und /' stelle die Entfernung Pp' dar: 

alsdann ist die von P stammende Potential function gleich ^ 

und mithin 
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[Srner soll r. wie vorhin , die Entfernung zwischen p und 
dem Kagelcentrnm bedeuten; wenn nnu noch 5 die Distanz 
OP and d den Winkel POp' miast, so ist 

p = }A — 2 hr' cos d 4- /^ 
und «TIS dieser Gleichung folgt: 

df r' — 6 C03 ö 

M - 7 ■ 

nnd 

) ^ — _ A / '^/ \ _ — 2r'-f-2a coag 

- (fr' - p \dr-] - p 

Setzen wir / = a, sowohl in dieser Gleichung als in dem 
vorhin gegebenen Werth von B', um die auf der Oberfläche 
herrschenden Wertlie zu erhalten, ao wird: 

^dW B' __ ^2aa_|_2a6co3g+/' _ i^ — a" 
^~d7^ a - ^7^ ap ■ 

Setzen wir ferner dieses In die oben verzeichnete allgemeine 
Oleichnng ein, so folgt: 

Wenn P unendlich nahe an der Oberflache liegt, ao dass 
h ^ a — u wird (wo « eine nnendlieh kleine Grösse darstellt), 
so kommt : 

Auf ganz dieaulbe Weise ergiebt sieb mit Hülfe der Gleichung 
zwischen A und der Dichtigkeit (>, die auf der Oberfläche 
einer Kugel mit dem Radius a von einem aiiaserhalb derselben 
befindhchen Punkte P indueirt wird, 

vorsLUSgesetzt die Kugel sei durch einen unendlich dünnen 
Oraht mit der Erde leitend verbunden, und zwar sei sie in 
solcher Entfernung von der letzteren, dass wir die von P auf 



der Erde induchte Elektricität vemachUasigen kffnneii. lit 
die Entfernung des Fiinktea P von der Fläche gleich einer 
unendlich kleinen Grösse a, so haben wir in dieaem Falle, 

wie im vorhergehenden: 

— a 

Nach dorn Erläuterten können wir leicht den auf einen 
iiinoren Punkt bezogenen allgemeinen VVerth von V ableiten, 
wenn der von V an der Oberfläche bekannt ist. Denn (p), 
die anf einem Oberflächenelemente da von der in P cuncen- 
trlrten Einholt der Elektricität Juducirte Dichtigkeit war, wie 
soeben bewioäeu wurde, gleich 

6^ — a' . 

wo / gleich der Distanz P,da ist; dieses in die allgemsinD 
QIcichung {6} Art. 5 eingesetzt, ergiebt: 

v=-fi,m='lrr^Jf,v (1.,. 

Aehntich kommt, wenn der Punkt P ausserhalb der Kugel liegt, 



b-i- 



^JP 



.(11], 



Der Nutzen dieaer beiden' Gleichungen erhellt sofort, Tenn 
^ir die Vertheiiung der Elektricität auf einer dünnen Engel- 
schale nntersucheD, in welcher eine kleine kreiafilrmige Oefl"- 
nUDg sieh befindet. 

Die vorstehenden Kesnltate können ohne Ausland mittelst 
der viel bewunderten Laplare' sehen Analyse erhalten werden 
{M6c. Cilest. Liv. 3. Ch. II.), und in der That, unsere allge- 
meinen Gleichungen (ü) lassen sich »ehr leicht aus dor Glei- 
chung (2) Art. 10 Jenes Kapitels herleiten. Mangel an Raum 
nöthigt mich, anf diese Bestätigung unserer Analyse zu tbt- 
zicbten, und das darf ich um so eher, als die Oeweiaflihrung 
Jedermann einleuchten wird, der diesen Abschnitt der Mäca- 
nique Cöleate gelesen hat. 

Betrachten wir jetzt zwei Kugeln iS und iS'. deren Radien 
a and a', nnd die mit einander mittelst eines unendlich dflnnen 
Drahtes leitend verbunden seien: es soll das Verhältnias ihrer 
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Ladungen beim Gleichgewicht beBtimint werden; die Diatanz 
der Centren sei gleich b. 

Der Werih der von der Fläche S horr Öhren den Potential- 
fnnction in einem Punkt p im Mittelpunkte der Kugel S 1st: 



[32] 






wo rfff ein Oberflächenelement der Kugel und q die Dichtig- 
keit auf derselben, dagegen Q die gesammte Ladung bedeutet. 
Sei Ban F' der Werth der Potentialf unction für denselben 
Punkt p, aber von S' herrtlhrend, so erhalten wir durch 
Addition beider Grössen: 

das also ist der Werth der gesammten Potential function im 
Centram/J der Kugel S*. AehDiich kommt für daa Centrum p 
der Kngel S' : 

"+'!:■■ 

wo F der von S* herrührende Antbeil ist und Q' die Ladung 
von ^. Da aber das System im Gleichgewicht sich befindet, 
eo ist die geaammte Potentialfunction im ganzen Inneren eine 
Folghch ist 

Q ,, , Q' 



F- - 



- F + 



Wenngleich es schwierig ist, die strengen Werthe von F 
imd F' anzugeben, so kttnn man doch leicht erkennen, daas, 
wenn die Entfernung der beiden Oberflächen beträchtlich im 
Vergleich zum Eadina irgend einer von ihnen angenommen wird, 
F und F' nahezu dieselben Werthe haben werden, wie dann, 
wenn die Gesammtladungen in den Centren concentiirt wären, 
dsher ist sehr nahe 

F=: ^ und i^ ^ T- ■ 

b b 

Setzt man dieses oben ein, so kommt: 
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AIbo ist d&s VerhllltniBS vou Q zu Q' dui'oL eine hOofast «tn- 

fache Glelclimig dargestellt, welche Form auch der verbindende 
Draht habe, wenn er nur sehr dünn ist. 

Soll dieses Rechaungsresultat esperiraenlell geprüft werden, 
so wäre es einfacher, P nud P' fUr die mittlere elektrische 
Dichtigkeit der Kugeln za schreiben, d. h. für diejenige, die 
man heobachten würde, wenn sie nach der leitenden Verbin- 
dung wieder geti'ennt und so weit von einander entfernt würden, 
daas keine merkliche Influenz mehr stattflndet. Da ferner 



Q = 47ta^P and Q' = 4 



%-^P' 



80 folgt durch Substitution: 
P- 



.'(6- 



«') 



Wir sehen also, dass bei sehr grosser Distanz 
den Eugelcentren die mittleren Dichtigkeiten sich umgekehrt 
wie die Kadien verhalten ; und wenn letztere sich niclit ändern, 
so wird die Dichtigkeit der kleineren Kugel abnehmen, und 
die der grösseren zunehmen nach einem sehr einfachen Gesetz, 
sobald beide sich einander nähern.^^) 

[33] Schliesslich wollen wir das Gesetz der Verlbeilung der 
elektrischen FlHssigkeit zu bestimmen versuchen, wenn Gleich- 
gewicht auf einer sehr dünnen Kugelschale stattfindet, die 
eine kleine krcisfSrmige Oeö'nung hat. Wenn wir Grössen 
von der Ordnung der Sehalendicko im Vergleich mit dem 
Radius der Kugelechale vernachlässigen, so können wir sie 
betrachten als eine unendlich dünne Kugelfläcbe, deren grösseres 
Segment S ein vollkommener Leiter ist, während das kleinere 
s die kreisförmige Oeffnnng bildet. Wegen des statthabenden 
Gleichgewichtes wird der Werth der Po ten tialf unction auf dem 
leitenden Segment eine constante Grösse sein, gleich F, nnd 
ohne Oeffuung wäre der entsprechende Werth der Dichtigkeit 
F 



wo a der Radina der Kugel ist. Unter derselben Voraussetzung 
wäre der Werth der Poten tialf unction für einen inneren Punkt 

F 
P gleich F. Es mag nun ■ - -\- ij den uJlgemeinen Werth 

der Dichtigkeit an irgend einem Oberflächenpunkte eines der 
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KngeUegmente bedeutsD, wahrend F-\- V der der eutaprechen- 
dea Potentialf unction im Punkte P ist. Der Wertli der 
Potentialfnnction für einen Punkt der Kugelobcrfläche wird 

I gleich F -\~ V sein, welches, gleicli F, dem Werihe auf S, 

L geeetst, far dieses ganze Segment 



liebt. Also wird die Gleicbitng (10) dieses Artikels geben: 

4iza J f^ 

wo dag Integral sieh nur über die Oberfläche des kleineren 
jmentes s erstreckt, welches ohne merklichen Fehler als eben 
angenommen werden kann. 

Da aber offenbar ^ die der Potential function V ent- 
sprechende Dichtigkeit ist, so haben wir für irgend einen 
Ponkt des a!ä eben angesehenen kleinen Segmentes 

— IdK 



was leicht nach Art. (4) zu erkennen tst^^); hier ist dv} senk- 
recht znr Fläche nach innen gerichtet; der horizontale Strich 
deutet, wie immer, Oberfläch enwerthe an. Liegt der Punkt P 
sehr nahe bei der Ebene s und bedeutet z eine Senkrechte 
von P gegen ä, bq wird z eine sehr kleine Grösse, deren 
Quadrat und höhere Potenzen vernachlässigt werden können. 
I Es ist also & =: a — ::, und durch Siibstitnüon folgt 



2 l'da 



V\ 



P 

\ das Integral ist über die Fläche der kleinen Ebene x zn er- 
[ strecken; f bedeutet wie vorhin die Distanz /*, da. Nun ist 

dV _ dV 
die dz 



auf der Oberfläche 



' und 



/' 



-^1; al.o [34] 



d. f 



— idr —IdV 



iit'ds'J'f 



vuransgesetzt , daes nach der Ausführung der Differeutiatiuu 
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F 

2 = gesetzt wird. Nun ist die Dichtigkeit 1- g auf der 

Oberfläche der Oeffnung s gleich Null, mithin haben wir für 
diese ganze Oberfläche 

^ F^ 

Also durch Substitution: 

-?=Ä/^ '-)^ 

das Integi*al über die ganze Fläche der Ebene s erstreckt, 
von welcher do ein Element ist; z muss nach Ausführung 
aller Operationen gleich Null gesetzt werden. 

Es erübrigt nur noch den Werth von V aus dieser 
Gleichung zu bestimmen. Es sei ß der geradlinige Radius 
von 5, und y die Entfernung vom Centrum C von s bis zum 
Fusse der Senkrechten z\ denken wir uns ferner ein abge- 
plattetes, unendlich dünnes Sphäroid von gleichförmiger Dich- 
tigkeit, dessen Aequator die Kreisscheibe s bilde, so wird 
der von diesem Sphäroid im Punkte P erzeugte Werth der 
Potentialfunction gleich sein: 

'do. 



<p = kj. 



wo Tj die Distanz do, C und k eine Constante vorstellt.^*] 
Die von diesem Sphäroid in der Richtung der Senkrechten z 

ausgeübte Anziehung ist gleich — j^, und, zufolge der be- 

Cv z 

kannten Formeln der Attraction homogener Sphäroide, haben wir: 

dz |S3 ^^ " '^> ' 

WO M die Masse des Sphäroides ist, während 6 durch folgende 
Gleichnngen bestimmt wird: 



«2 = i («2 + y2 — /?2) + I >/(z2 + y2 _ /?2) 2 4- 4 /?2«2 , 

ß 



tgö = 



a 



Wenn nun z sehr klein ist, denn am Schlnss der Rechnung 
soll es gleich Nnll gesetzt werden, nnd wenn y<iß, damit 
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der Punkt P in den Grenzen von s liege, wenn endlich Grössen 
von der Ordnung z^ neben den stehenbleibenden vernachlässigt 
werden, so kommt ^^): 



and folglich 



Differentiirt man diesen Ausdruck nach z^ so wird: 

[36] Die Hasse JU ist aber bestimmt durch: 
M=&fdaVß^ — rj-^ = ^itkfrjdriVß'^ — if^ = -'^*^'^, 
folglich durch Substitution: 

welcher Ausdruck streng gültig ist, wenn « = ist. Ver- 
gleicht man dieses Resultat mit der Gleichung (12) dieses 

Artikels, so erkennt man, dass, wenn V ^= k Vji^ — ij2 ^ die 
Constante stets so bestimmt werden kann, dass der Gleichung (12) 
genügt werde. In der That brauchen wir nur zu setzen: 

Tt'^k = , also k = 



a a 7t 



Da wir jetzt den Werth von V haben, so ist der allgemeine 
Werth von V bekannt: 

^Tcajf'^ Ajtaz dzj f 

^_^^:±±fd^^y-^^—, 

^Tcaz dzJ f * 

47caz^\ dz)- A7taz^ ß-i ^^ ■ 

«2 7.2 
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Da der Werth der Potentialfu action für einen innerhalb der 
Schale gelegenen Punkt P gleich F-\- V ist, da ferner der 
in der Schalenmasse geltende Werth constant ist (wegen des 
herrschenden Gleichgewichtes), so wird die elektrische Dichtig- 
keit e' auf einem Punkte der inneren Schalenoberfläche sofort 
aus der Formel (4) Art. 4 erhalten: 



-\dr 



4/-r fl 



1 dV 

' T^. db ' 






(tgÖ- 



wo der Pankt P anf dem Elemente da' der inneren Fiadie, 

auf welche q sieh bezieht, liegt. ^*') Sei nnn R die Distanz von 
C, dem Mittelpunkte der Oeffnung, bis zum Elemente da, 
so haben wir It"^ = y' + s^ und bei Vernachlässigung der 

M 

Grössen von der Ordnung ~ neben den übrigbleibenden *'), 
folg weise : 

a = B 0= t und tg f) 



R 



-d = 



,1 m = _f^_ 



Der Werth der Dichtigkeit ^' wird demgemäas; 
. _ F ß^ 

Auf demselben Wege kann leicht nachgewiesen werden 
dass nach Gleiohnng (11) dieses Artikels der Werth der Dich- 
tigkeit p" auf einem Elemente da" der Aiiasenfläche der Schale, 
welches dem Elemente dti' der Innenfläche entspricht, 



4/trfl ' "^ 

S;Bein wird, welches, wegen der Kleinheit von p' auf allen 
C.fitellen der Fläche, ausser in der Nähe [3S] von s, merklich ' 
F 
constant ist gleich , und es wird : 



aus welcher Beziehung folgt, dass die Dichtigkeit anf de! 
inneren Fläche der Schale sehr gering sein wird, selbst i 
die Oeffnung beträchtlich gross ist. 
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(il 



11.) Die Uostimmung der elektrischen (Jrösaen für lange 
HetsUdrähte, die iaolirt frei in der Atmosphäre auspendirt 
eind, hängt von sehr einfachen Kechnungen ab. Als Beispiel 
wihlen wir zwei durch einen langen dünnen Draht mit ein- 
ander verbundene Kugeln A und B; es sei gdxdydz die in 
dem Elemente dxdydx des äuaseren Raumes befindliche Elek- 
tricitätsmenge (dieselbe stamme entweder von dem schwach 
elektrisch indncirten Boden in der Nähe dea Drahtes oder 
Ton einem Nebel oder einer vorübergehenden Wolke), ferner 
sei r die Entfernung von diesem Element bis zum Mittelpunkte 
von A, und / seine Entfernung bis zu dem Mittelpunkte von 
B, alsdann wird der von dem ganzen äuaseren Räume her- 
iUhrende Werth der Potentialfnnction im Centrum von A 
;leieh: 

r^dxdydz 

Bein, und der Werth im Centrum von B gleich: 
Pfidxdydz 

'sein, wo die Integrale über den gesammten auaaerhalb der 
Leiter befindliche Raum zu erstrecken sind. 

Es aei jetzt Q die Gesammtladung anf A, und Q' die auf 
By die Radien seien a und a' , so wird der Werth der vom System 
selbst erweckten Potentialfunction im Mittelpunkte von^ gleich 
Q 

iftäo, wenn wir nämlich annehmen, daas der von dem Draht 
{wegen seiner Feinheit) horiTihrende Theil vernachlässigt 
Verden kann, wie anch der von der anderen Engel erzeugte, 
wegen deren Entfernung. Aehnlich findet man den Werth 
jer Potentialfnnction im Centnim von B gleich 



I Aber nach Art. (1) musa der Werth der Potential function im 
I Inneren des ganzen leitenden Systemea denselben Werth haben, 
laithin auch in den Centren der beiden Engeln; folglich ist 



W 



'qdxdydz Q' pQdxdydz 

~ ~ a! J 7 
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Obwohl im vorliegenden Falle p sehr klein ist, können 
doch die beiden vorliegenden Integrale niclit allein merklich, 
Bondera sogar sehr groäs werden, d» sie in Bezug auf den Ranm 
von der zweiten Dimension sind. Die in grosser Entfernung 
von einander befindlichen Kugeln werden [37] daher eine hohe 
Ladnng erhalten, wie die Experimentatoren solche beobachtet 
haben, nnd man kann dieselbe in einigen bestimmten Fallen 
berechnen, sobald dor Werth von p gegeben ist. Wird eine 
der Kugeln, z. B. B, mit der Erde verbunden, so ist Q' gleidi 
Null and Q, ist sofort bekannt. Wenn dagegen das ganze 
System isolirt ist und seine ursprüngliche Ladnng behSlt, so 
haben wir (bei Vernachlässigung der Drahtwirkung) : 

= Q + Q', 

folglich sind Q und Q' bekannt. 

Es werde verlangt, den elektrisehen Zustand der Kngel A 
zu bestimmen, wenn dieaelbe mit einem Drahte verbunden 
wird, dessen eines Ende, in die Atmosphäre erhoben, in einer 
Spitze p endet ; so brauchen wir nur den Radius von B, und 
mithin auch die Ladung Q', gleich Null zu setzen und es wird 

•fjtlxdydz PQdzdydz _ 



_ rqdxdydz n 



wo r* die Distanz p, dxdydz bedeutet. Da wir in diesem 
Artikel nur einige Erscheinungen der atmoaphäriachen Elek- 
tricität erklären wollten, so wäre es öberflüssig, sich länger 
aufzuhalten, denn die grosse Schwierigkeit, den elektrischen 
Znstand der Atmosphäre in einer gegebenen Zeit correct za 
bestimmen, schÜesst die Möglichkeit aus, diesen Theil der 
Theorie durch genaue Verauche zu bestätigen. 

(12.) Ist die Gestalt eines leitenden Körpers gegeben, 'so 
ist es im Allgemeinen nicht möglich, genau das Gesetz der 
Vertheilnng der elektrischen Dichtigkeit auf der Oberfläche z 
bestimmen, wenn Gleichgewicht herrscht und keine änsBeren 
Körper wirksam sind, nnd bis jetzt ist nicht einmal eineAn- 
näheruDgsmetbode gefunden worden. ludess kann mau leicht: 
dem leitenden Körper solch eine Gestalt ertheilen, dass jene& 
Gesetz durch höchst einfache Hfllfsmittel streng angegebffli 
werden kann. Die nachstehende Methode hängt mit dem 4. 
, Artikel zusammen nud verleiht diesen Formeln den höchsten 
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Grad von AllgemeiDheit, deren sie fähig aind, weil durch 
ein Nftherungs verfahren jede beliebige Gestnlt unbegrenzt nahe 
erhalten werden kann. 

Es sei V eine continnirliche Function der rechtwinke- 
ligen Coordinaten x, y', z' eines Pnnlttea p', die der par- 
tiellen Differentialgleichung = »5 1-" genügt und gleich Null 
wird in unendlicher Entfernung vom Anfangspunkte der Coor- 
dinaten. 

Ea sei b eine beliebige Constante, so daas V ^ b die 
Gleichung einer geschlossenen Fläche A darstellt; V habe 
keine singnlären Werthe, so lange p' ausserhalb dieser Fläche 
liegt: denken wir jetzt einen leitenden Körper mit der Aussen- 
flSche A, so wird beim Gleichgewicht die elektrische Dich- 
tigkeit auf demselben: 

_ —hdV' 
^ "* iü'dw' 
nnd die dieser Ladung entsprechende Po tentialf unction für 
«inen beliebigen äusseren Funkt gleich 



sein, wo h eine von der gesammten dem Körper mitgetheUten 
Ladung Q abhängige Grösse ist. Dieses folgt ans den Sätzen 
der angeführten Artikel. 

[38] Es sei R die Distanz zwischen p' nnd einem Punkte 
innerhalb A ; alsdann ist die von der Ladung erzeugte Poten- 

tialfnnction durch ~ ausgedrückt, wenn R sehr gross ist. 

Daher haben wir die Bedingung 

Q 

diese dient dazu h zu bestimmen, wenn Q gegeben ist. 

Um diese allgemeine Methode anzuwenden, nehmen wir 
für V irgend einen analytischen Ausdruck an, der die Coor- 
dinaten von // enthält, der der Gleichung dV genügt und 
gleich Null wird, wenn // in unendliche Entfernung vom 
Anfangspunkte der Coordinaten rückt; wie z. B. solche, die 
Laplace giebt (Mäc. Celeste, Liv. 3, Ob. 2), oder den Werth 
der Potentialf unction , die von einer irgendwie im endlichen 
Räume vertheilten Elektricitiltsmenge herrührt, im Punkte p' 



G4 
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auHseihalb dieaeB Ranmea; denn in letzterem Falle wird die 
Function ateta den gestellten Bedingungen genttgen. 

Von einem Jeden dieser Fälle wollen wir ein Beispiel 
geben. Keimten wir zunächst den allgemeinen von Laplace 
gegebenen Ausdrnck: 







F = 


(7« 
r 


+ "?+ 


r3 


+ etc. 






d, 


mit 


BeschrllnJ 


ang 


auf die beiden 


ersten 


Glieder, 


sei 










um , 


U» 









v 



wo r die Entfernung des Punktes p' vom Anfangspunkte der 
Coordinaten und f^C't, r/l'i Functionen der beiden anderen 
Fülarco ordinalen ä und a sind. Durch Aenderung der Axen- 
ricbtnng kann dieser Ausdruck stets redncirt werden auf die 
Form^s); 

,_2g >!-^oo3fl 
- ■ r + r^ ' 

wo a und k zwei Conatanten sind, die wir als positiv vorana- 
setzen wollen. Ist ferner /> eine aehr kleine positive Grösse, 
so wird die Geatalt der durch die Gleichung V ^ b dar- 
gestellten Fläche aehr wenig von einer Kugel abweichen, 

deren Radius gleich -j- : vergrOssern wir allmäblicli b, so 

wird jene Abweichung grösser, bis b = -; weiterhin wird 

die durch F" = b ausgedi-ückte Gestalt ungeeignet für unseren 

Zweck. ^"j Setzen wir deshalb b = •-, um eine so stark von 

der Kugel abweichende Form zu erbalten, als nur der ange- 
nommene Wcrth von V es irgend gestattet, ao wird die 
Gleichung der Flttche A: 

k"^ cos d' 



V'=—-\ 



" k-i 



Daraus folgt: 



4'('+^J 



[89] Wenn nun rp den Winkel dr, dw bezeichnet, so ist 



Anwendung der vorhergehenden Besaltate. 65 



und weil die Elektricität auf A sich im Gleichgewichte 

befindet, wird die Kraft, mit welcher ein unendlich nahes 

Theilchen p' abgestossen wird, längs dw' gerichtet sein: der 

dV 
Werth dieser Kraft ist aber — -^ — ^ , und mithin ihr Betrag 

dV^ 
in der Richtung des Radius r gleich — -r—, cos (p , mit der 

Tendenz die Entfernung zu vergrössern. Letztere Grösse ist 

dV' 

anch gleich -= — und deshalb 

dr 

dW dW 

--dF=--dW">''^ 

WO die horizontalen Striche, wie früher, Oberflächenwerthe 

bezeichnen. Der Werth von — l";/"' p ^^^ *^^ dieser Glei- 
chung sich ergiebt, ist folgender: 

_1E! = Zi1^' = _1_/1^4. 2/^'cos g\^ 2gT/2co8- 
dto' cos(jp dr cosy Ir^ r' / r^coacp 

Setzt man diesen Aasdrack in den fOr q ein, wie er vorhin 
mitgetheilt war, so folgt: 



Q = 



4 7t dul 2 nr^ cos gp 



Wenn Q die der Fläche mitgetheilte Elektricitätsmenge ist, 
so geht die Bedingung 

Q 

-^ = Ä F (wo R sehr gross ist) , 

da hier r für JR substituirt werden kann, weil es von einem 
innerhalb der Fläche befindlichen Punkte aus gemessen worden 
ist, über in: 

Ostwald^s Klassiker. Cl. ^ 
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Jetzt finden wir den strengen Werth von q fflr die I 
deren Gleichnng r ^ — 1 1 +^2 coa - } , niid deren Ladung' 



die E^lS^^ 



Q bekannt ist, indem t 
Werthe einsetzen: 



md 7i die soeben entwickelten 



ifT/.i^aos f/>n+V2 coB-l 

Uebei'dies wird der WertL der Potentialfunction für den Pnnlct 
p', dessen Polarcoordinaten ?■, und er aind: 



[40] 



hV = 



2ar^ 



Ana diesem Äuadrnck kOnnen wir sofort die auf einen ausser- 
halb A liegenden Pnnkt p' wirkenden Kräfte ableiten. 

Beim Verfolgen der Flache A erstreckt sieh ft von bis ?r, 
und m von bis 2rr: couatrnirt man also die Curve, deren 
Gleichung 

SO ist einleuchtend, dass der Theil um den Funkt P herum, fflr 
den ö ^ TT ist, sieh continuirlich einem Kegel nähert, desaen 
Spitze in P liegt ^"), und da die elektrische Dichtigkeit in P 
gleich Null ist, so können wir für das vorliegende Beispiel 
folgenden allgemeinen Schi nss ziehen: Besitzt irgend eine Fl Sehe 
eine nach innen gerichtete konische Spitze, su ist beim Gleich- 
gewicht die elektrische Dichte an dieser Spitze gleich Null; ea 
findet das genau entgegengesetzte Verhalten statt, wenn die 
Spitze nach aussen gerichtet ist, da alsdann die Dichtigkeit auf 
i nnendhch gross ist.*) 



*] äeitdeai dieses niedergeschrieben wurde, hübe ich Formeln 
gefunden, um ganz allgemein die elektrische Dichtigkeit in der 
NUhe einer Kegels^itso auszudrücken, die einen Theil eines 
Rotationskörpers mit dereelben Ase bildet. Aus denselben folgt, 
ädasa beim einwärts gerichleteu Kegel die elektrische Dichte einea 
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AI3 aweites Beispiel wählen wir für t" den von einer 
gleichförmig mit Elektricität bedeckten geraden Linie erzeugten 
Werth der Polentialfttnction. Es sei 2« die Lange dieser 
Linie, y die aus irgend einem Ponkte p' auf dieselbe gefällte 
Senkrechte, t die EDtfernnng des Fusspunktes dieser letzteren 
bis zar Mitte der Linie und x' die Entferonng des Elementes 
dx' der Linie bis zu demeelben Punkte: da alsdann dx' als 
MsasB der Ladung dieses Elementes zn betrachten ist, so wird 
der WertU von I" 



, r dx 



rff; _.„, a^x-\-Vy^ + (a-x]^ 



rIV + (« + ^)* 



da das Integral zwischen den Grenzen x' = — a nnd a:' = + a 
zn nehmen ist. Setzen wir dieses gleich einer Constanten b, 
30 erhalten wir für die Gleichung der Fläche A: 



Zl±J^Z±^E^ 



Welche, umgereclinet, ergiebt"): 

[41] Wir ersehen hieraus, dass die Fläche ein durch Rotation 
einer Ellipse Dm ihren grössten Durohm esser entstandenes 
Sphäroid ist; die halbe grosse Axe ist 



der Spitze nahen Punktes p proportional r'>-i ist. wenn r gleich 
ist der Strecke Op nnd der Exponent n so gross, daae er sehr 
nahe der Gleichung (4;i+ä)^= 3;i genügt, wo 2, ■) den Winkel ander 
Spitze des Kegels miast. Wenn 2 ,9 > ü . so ist die Spitze nach aussen 
gekehrt, und ist der Ueberschuss nicht sehr bedeutend, so bat n 
noch den obigen Werth: wächst dagegen 2,i bis 2n — 2^-, wo nun- 
mehr iy den nach aussen gerichteten Eegelwinkel misst. und iat 
2y sehr klein, so wird n bestimmt durch die Gleichung 2n log — = I; 

und wenn der Leiter eine Kugel ist mit dem Radius 6. auf welcher 
P die mittlere Dichtigkeit der Elektricität bedeutet, so ist letztere 
nahe der Spitze durch die Formel 

bestimmt, wo u die Länge der Kegelkante darstellt. 



i 
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and die halbe kleine Axe 

Durch DiflFerentiation des soeben erhaltenen Werthes von 
V^ nnd Substitution des Werthes von y an der Oberfläche A 
erhalten wir 

dV b + \ ^ —2aßx 



m--m 



X 



2 



Schreiben wir q> für den Winkel zwischen dx und dw\ so 
kommt : 

cosqp —dy ^xVb ^ U — 1/ ya; ' 

Yfo ds ein Element der erzeugenden Ellipse ist. Mithin haben 
wir, wie im vorigen Beispiele: 



6?to' cos 9) c;?a; yVß^ — «2^2 

Auf der Oberfläche wird daher jetzt der allgemeine Werth 
von Q 

— hdV ahß 



A7t dw' 2n;yVß^ — d^x^ ' 
und die Pötentialfunction für einen Punkt p' ausserhalb A: 



— a — a; + Vy'^ + (a + rr)2 

Lassen wir jetzt x und y beide unendlich werden, so dass 
der Punkt p' in unendliche Ferne gerückt ist, so wird32): 



]/a;2 + y2 ' 
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und daher ist die Bedingnng für h, ausgeditlokt durch die 
Ladung Q der Fläche , da R gleich Vx''- -\- y"^ gesetzt 



Diese Hesnltate unserer Analyse stimmen mit dem längst be- 
kannten Gesetze der Vertheilung der Elektricilät auf einem 
Spbäroide überein, wenn Gleichgewicht herrscht. 

(13.) Im Vorhergehenden haben wir nns auf vollkommene 
Leiter beschränkt. Jetzt wollen wir ein Beispiel für die An- 
wendung unserer allgemeinen Methode auf einen nnvollkom- 
menen Leiter geben, ein Beispiel, welches noch Überdies des- 
halb [42] von Interesse ist, weil es magnetische Erscheinungen 
ztt denten gestattet, welche durch Rotation von Körpern unter 
dorn Einfluas des Erdmagnetismus hervorgerufen werden. 

Wenn irgend ein Rotationskürper sich um seine Axe 
dreht, so soll untersncht werden, was geschehen wird, wenn die 
Substanz desselben nicht gut leitet, and wenn er nnter dem 
Einäusa einer constanten elektrischen Kraft sieht, die einer 
gegebenen Richtung im Räume parallel wirkt, während der 
KCrper zuvor nnelektrisch war. 

Eb bezeichne ß die Co ercitiv kraft des Körpers, die wir 
tins analog der Reibung vorstellen wollen, so dass der elek- 
triaobe Zustand des Körpers sich nicht ändert, so lange die 
auf ein Theilcheu wirkende Kraft kleiner ist als ß, dass aber 
eine Aendernng eintritt, sobald sie die Kraft [i übertritTt. 

Zunächst mag die coustante elektrische Kraft, die wir b 
nennen wollen, parallel einer senkrecht zur Axe gerichteten 
Linie auftreten; ferner sei diese Linie die Axe der x, die 
Rotationsaxe sei die der ;:, und y die dritte rechtwinkelige 
Coordinate eines Punktes p, der innerhalb des Körpers fest 
im Baume sei. Wenn dann zu irgend einer Zeit der von 
der Ladung des Körpers und der äusseren Kraft erzeugte 
Werth der Potentialf unction für denselben Punkt p gleich V 
Ist, BO wird 

hx ^' r 

derjenige TheJl sein, der von dem Körper selbst in eben diesem 
Zeitmomente herrtlhrt: denn —bx ist die Potentialfimction der 



r 



conatanten Eraft b, die ia der Richtung der x wirkt nnd die 
EDtfcrniiDg zn rergrössern sucht. Setzen wir nnn: 

; := j- COS ö, X = r ain cüa ra, y = ?" sin f) sin ta; 
wo der Winlcel ro mit der Richtung der Umdrehung anwächst, 
so wird der vom Körper selbst stammende Äntbeil gleich 
br ain fJ cos bt+ I'. 

Wenn wir den Werth der Potential function V in irgend 
einem Momente als gegeben betrachten, so ergiebt sich der 
Wertli für das nächste Zeittheiichen durch die Ueberlegung, 
dass, während der Körper um den unendlich kleinen Winkel 
dm rotirt, die in ihm enthaltene Elektricität zunäcbst mit ihm 
fest verbunden bleibt, nachher aber sich so lange bewegt, bis 
die auf sie wirkende Kraft mit der Coercitivkraft im Gleich- 
gewicht ist. 

Nun wird der Werth der Po tentialf unction in />, der von 
dem Körper herstammt, nachdem derselbe (bei ruhender, fixiiter 
Elektricität) sich um den Winkel dm fortbewegt hat, offenbar 
dadurch erhalten, dass man im vorhergehenden Ausdrucke er 
in i!J ■ — dm verwandelt; er ist mithin gleich 

dV 
hr sin cos er + K + ör sin ö sin m dus — -=-- dta ; 

wenn wir nun den Theil — bx = — br ain cos m, der von 
der äusseren Kraft herstammt, hinzu addiren, und x, y etc. 

■ . ■ .-., , . ., <^^' '^T-' , dV . , 

wieder einiühren, so kommt, da -7— = — y —. — \- ^ -j— >9<> 

' ' ßsr ' dx dy ' 

für den Werth der totalen Polen tialfuncti on am Ende des näch- 
sten Zeitmomentes, während die Elektricität noch als rnhend 
vorausgesetzt wird. Jetzt brauchen wir nur zu bestimmen, 
was hieraus wird, wenn wir der Elektricität eine Bewegung 
einräumen, die ao lange andauert, his alle auf innere Punkte 
wirkenden Gesammtkräfte, [43] die jetzt die Coercitivkraft um 
eine unendlich kleine Grösse flbertreffen mögen, wieder zum 
Gleichgewicht gebracht sind. Ist dieses geschehen, ao sind wir 
im Stande, vom Anfangsstadium des Körpers ausgehend, 
successiv für jeden folgenden Augenblick seinen Zustand zu be- 
stimme». Da aber aus der Art des Problemes hervorgeht, dass 
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Jler Körper, während der Rotation, seht schnell ein permanentes 
Stadium erreicht, in welchem der Werth von V in der Folge- 
zeit unverändert bleibt und unabhängig vom Anfangawerthe, 
so wollen wir nns hier auf die Bestimmung dieses permanenten 
Stadiums beschränken. Betrachtet man die aus der neuen 
Potentialfunotion , deren Worth soeben mitgetheüt war, her- 
stammenden Kräfte, so ist es einleuchtend, daas in diesem 
Falle die Elektricität im ganzen Inneren des Körpers in Be- 
wegung sein wird, dass mithin 



^^^ 



\dy 



+ 1 



dz] 



ist, welche Gleichung besagt, dass die totale Kraft, die ein 
Theilchen p zn bewegen strebt, genau gleich ist der Coercitiv- 
kraft ^. Können wir jetzt einen Werth von V angeben, der 
dieser Gleichung genügt, und der so beschaffen ist, dass er sich 
Ton seibat wieder erneuert, nachdem die zur neuen totalen Poteu- 
tialfunction (Art. 7) gehörende Eiektricifät ihr Gleichgewicht 
mit der Coercitivkraft hat £udeu kCnnen, so ist solches offenbar 
der gesuchte Werth, da die übrige Elektricität genau im 
Gleichgewicht ist mit der äusseren Kraft h und deshalb hier 
vernachlässigt werden darf. Um dieses möglichst bequem 
auszuftlhren , nehmen wir zwei neue Äsen an X' und 1", 
die mit den früheren X und Y den Winkel y bilden; alsdann 
wird der vorhin gegebene Werth der neuen Potentialfunotion 
werden : 



,dV 



dV\ 



velobe, wenn V^ ßy gesetzt und y durch die Beziehung 
^ Ä sin y — ß bestimmt wird, sich auf y'{ß+b cos ydzs) 
redacirt. Beachtet man jetzt die in Bezug auf die Ebene 
= y' vorhandene symmetrische Vertheilung der Elektricität, 
die zu dieser Potentialfnnction gehört, so ist es einleuchtend, 
dass nach Eintritt des Gleichgewichtes der Werth von F'auf 
Jener Ebene (0 = y"] gleich Null sein muss; eine Bedingung, 
welche mit der vorhin gegebenen partiellen Differentialgleichung 
zusammen vollkommen hinreicht, den Werth von V ftlr den 
nächsten Moment vollständig zu bestimmen, und dieser Werth 
von V ist; 

V= ßy. 
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Somit sehen wir, daae der aDgenommeno Werth von V am 
Rade des näcbstfolgenden Momentes sich eelbst reproduoirt 
hat, daher ist es derjenige, der dem permanenten Stadium 
entspricht. 

Wäre der Körper ein volllsommener Leiter gewesen, so 
hätte y offenbar den Werth Nnll haben müssen, denn dleaes 
war vorausgesetzt für den ursprünglichen Zustand: was vrix 
fanden, ist daher der Rotation und der Coercilivkraft zuzu- 
schreiben, und wir sehen, dass ihre Wirkung darin besteht, 
den Körper in der Richtung der positiven tj' zu polarisiren, 
einer Richtimg, die den Winkel ^ft-\-Y mit der der constanton 
Kraft b bildet; der Grad von Polarisirnng ist genau derselbe, 
wie er [44] durch eine Kraft ß hervorgerufen würde, die in 
eben dieser Richtung auf einen vollkommen leitenden KOrper 
derselben Dimension wirkte. 

Bisher hatten wir eine constante Kraft vorausgesetzt, die 
parallel der Äequatorealebene des Körpers wirkte; welches nun 
aber auch ihre Richtung sei, wir können sie stets in zwei 
Componenten zertheilen, deren eine gleich h wie zuvor parallel 
dieser Ebene, während die andere darauf senkrecht gerichtet 
ist und daher offenbar den Werth von V nicht beeinfloBBt, 
da ein solcher .von der Coercitiv kraft herrührt und auch unter 
dem Einfluss der neuen Kraft gleich Null bliebe, wenn der 
Körper ein vollkommener Leiter wäre.s^) 

Da wir den Werth der Po tentialf unction , der an der 
Körperoberfläche in Folge der Rotation entsteht, kennen, so 
kann sein Betrag für den ganzen äusseren Raum als bestimmt 
gelten [Art. 5); und wenn der Körper eine feste Kugel ist, 
so kann man den analytischen Ausdruck filr diese Funotion 
angeben; denn es gebt (nach Art. 7) aus dem soeben raitge- 
theilten Werthe von V hervor, dass selbst im gegenwärtigen 
Falle alle Elektricität sich auf der Obei-fläche belinden wird; 
und im 10. Artikel ist gezeigt worden, dass, wenn der Werth 
der Polen tialf unction für den Punkt innerhalb einer Kugelfläche 
mit dem Radius a durch 

dargestellt wird, der Werth für einen äusseren Punkt in der 
Verlängerung von r, in der Entfernung »■' vom Centrnm gleich 



Anwendung der vorhergehenden Resultate. 73 

ist. Wir sahen aber, daas der Werth von V zufolge der 
Botation fliv den Punkt p gleich 

V =^ (iy' = ßr cos 0', 
wo Ö' den Winkel darstellt, den der Strahl r mit der Axe der y' 
bildet; daher wird der eulsprechende Werth für den Punkt p': 



Hieraus finden wir unmittelbar durch Differentiation den 
Werth der Kräfte, die auf ein Theilchen ausserhalb der Kugel 
wirken, und die durch die Rotation der letzteren entstehen; 
wenn wir aber die gesammlen KrSfle bestimmen wollten, die 
von der Kugel herrühren, so mflssen wir zn dem soeben ge- 
fundenen Werthe der Potentialfnnction noch den Theil hinzu- 
ftlgen, der durch die Wirkung der coastanten Kraft auf die 
Kngel entstehen wUrde, wenn dieselbe vollkommen leitete und 
Dicht rotirte^*), und wir erhalten den Werth genau in der- 
selben Weise wie vorhin. Denn seiy die constante Kraft und Ö" 
der Winkel zwischen r und einer Linie parallel f, ao wird die 
Ton derselben erzeugte Potentiatfunetion im Funkte p gleich 
— rf Go&d" 

lein, und mithin muss der Theil, der durch diejenige Elek- 
tricität erzeugt wird, die durch ihre Wirkung indiicirt wird, 
gleich 

+/r cos ß" 

Bein, weil ihi'o Summe Null ergeben muas. Der entsprechende 
Werth fflr den Punkt p', ausserhalb der Kngel, ist deshalb 
gleich 

_/a^co8 0" ^ 

[45] fügt man dieses zu dem zuvor gefundenen Werth von T" 
hinzu, so erhält man den Betrag der totalen Pot entialf unction 
für den Punkt p', soweit derselbe von der Kugel herstammt. 
Wir werden in den Anwendungen auf die Theorie des 
Uagnetismns sehen, dass die Resultate dieser unserer Theorie 
im Allgemeinen sehr nahe mit denen stimmen, die man auf 
Orand der Annahme erbalten bat, das maguetische Fluidnm 
könne sich frei von einem Tbeile eines magnetischen Körpers 
xun andern bewegen; wenigstens in Körpern, deren magnetische 
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Kräfte einen hoben Betrag erreichen können, wie z. B. Nickel 
und Eiaen ; der Fehler bei letzterer Annahme ist nur von der 
Ordnnng I — g\ wo g eine Oonal.ante ist, die von der Natnr 
lies Körpers abhängt, nnd die in aolchen, die soeben erwähnt 
wurden, aehr wenig von der Einheit abweicht. Es ist daher 
klar, dasa, wenn ein Rotation akörper ans Eisen sich langsam 
um seine Axe dreht, während er dem Einflnase f des Erd- 
magnetismus ausgesetzt ist, der Akt der Umwälzung mitaammt 
der Coercitivkraft ß des Körpers eine neue Polarität bewirken 
wird, deren Richtung und Betrag aehr nahe ebenso gross 
ausfällt, wie vorhin ermittelt ward. Wenn man f in zwei 
Componenten zertheilt angenommen hat, deren eine, gleich h, 
in des Körpers Aequatorebene fällt, während die andere senk- 
reolit KU dieser Ebene steht, und wenn (i sehr klein im Ver- 
gleich zu b ist, ao wird auch der Winkel y sehr klein sein 
und die Richtung der neuen Polarität wird nahe rechtwinkelig 
zur Richtung von b stehen, ein Resultat, das durch viele 
Versuche bestätigt worden iat: aber unsere Analyse lehrt 
Überdies noch, dasa, wenn h hinreichend klein ist, der Winkel 
y merklich werden kann, und alsdann wird die Richtung der 
neuen Polarität mit der von b den Winkel \7t -{- y bilden, 
wo y durch die Beziehung 



bestimmt ist. Dieses h könnte leicht experimentell mittelst 
einer soliden eisernen Kugel geprüft werden. 

Die Werthe der durch Rotation dea Körpers indncirten 
Kräfte, die in dem Räume ausserhalb des Körpers beobachtet 
werden können, kann man erhalten, indem man den vorhin 
angegebenen Werth von V differentiirt, und man wird eine 
Uebereinatimmung mit Herrn Barlow's Verauchen finden (Phil, 
Trans. 1S25], in der Voraussetzung, daas ß aehr klein sei. 

Da in letzter Zeit die experimentelle Erforschung der bei 
rotirenden Körperu aich zeigenden maguetisehen Erscheinungen 
die Aufmerksamkeit verschiedener ausgezeichneter Gelehrten 
erregt hat, so mag es gerechtfertigt erscheinen , den Oegen- 
atand aUgemeiner zu behandeln, denn wir können in solcher 
Weise nicht blosa die vorhergehende Analyse bestätigen, 
sondern wir werden nachweisen können , mit welcher Ge- 
schwindigkeit der Körper dem permanenten Zustande sich 
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nähert, wie solcher im vorhergeh eadün Theile dieses Artikels 
1 bestiminen versacht wnrde. 
Zu dem Zwecke wollen wir einen Körper A fest im Kaume 
HUE vorstellen unter dem Einflasse elektrischer Kräfte, die 
nach einem gegebenen Gesetz varüren ; aladann wollen wir den 
elektrischen Zustand des Körpers nach Ablauf einer gewissen 
Zeit zn bestimmen snehen, von der Kenntniss des Aufangszu- 
atandes ausgehend ; dabei werde stets vorausgesetzt, es existire 
im Körper eine conatante Goereitivkraft. Um dieses Problem 
möglichst allgemein zu lösen, unterscheiden wir diejenigen 
Theile des Körpers, wo das FInidum rnht (weil die dort 
wirkenden Kräfte kleiner als die Goereitivkraft sind) , von 
denen, wo dasselbe in Bewegung ist; diese Theile werden Über- 
dies sich fortwährend ändern, und dadurch wird das Problem 
seht verwickelt; wenn wir indessen den Anfangsznstand so 
wählen, dasa die gesammte ein Theilchen p (innerhalb Ä] be- 
wegende Kraft, wie sie vom elektrischen Zustande des Körpers 
und TOn äusseren Kräften herrührt, genau gleich der Goereitiv- 
kraft ß ist; wenn wir ferner annehmen, dass eine Aenderung 
in den äusseren Kräften stets so beschaffen ist, dass, wenn die 
Elektricltät [46] während des nächsten Zcittheiles in Ruhe ver- 
harrt, die totale Kraft nie kleiner als ß wird ; dann wird das 
Problem gefügiger und besitzt noeh einen grossen Grad von 
Allgemeinheit. Denn in diesem Falle wird, wenn das FInidum 
beweglich ist, die ganze Kraft, die bestrebt ist, ein Theilchen 
p (innerhalb Ä\ zn bewegen, in jedem Augenblick genau 
gidch der Goereitivkraft sein. Wenn nun j", y, z die Coor- 
dinaten von p sind und V der Werth der totalen Potential- 
functioD zn einer Zelt ^, so wie er vom elektrischen Zustande 
des Körpers nnd von äusseren Kräften bedingt wird, so haben 
wir die Gleichung: 

^-©+(fr+(fr ■"). 

deren allgemeines Integral auf folgende Weise gefnnden werden 
kann: 

Man nehme den Werth von V beliebig auf irgend einer 

Plftche S an; sie sei eben oder gekrümmt; man wähle drei 

rechtwinkelige Coordinaten «;, w', io", deren Anfangspunkt in 

einem Punkte P anf S liege: die Aze der w stehe senkrecht 

I auf .S", and die der jc', tc" hegen in ihrer Tangentialebene. 



Alsdann werden die Werthe von ■^—, und -j— r. in ilem Punkte 
dw rfw 

P bekannt und der Wertti von , - wird bestimmt sein durch 

dw 
die Gleichung : 

welche nnr eine Transformation der obigen ist. 

Nehmen wir nun einen andern Pnnkt P, an, dessen Coor- 

dinaten parallel diesen Äsen eleich , - , -, , , -7—7, Bind, und 

dto dw ' dw 
ziehen eine gerade Linie L von P nach P,, so wird der 
Wertli von V in einem Punkte p auf L ausgedrückt Bein 
durch: 

Vo + iif.; 

wo X die Distanz Pp längs der Linie L misat, wachsend in 
der Richtung PP,, und wo J'„ der in P gegebene Werth 
von V ist. 3^) Denn es ist unschwer einznsehen, dass der in 
dieser Weise gebildete Werth von V der Differentialgleichung (o) 
genügt und ihr allgemeines Integral ist; flberdies sind die 
Linien L, L', L" etc., die zu den Punkten P, P', P" etc. 
auf S gehören, offenbar diejenigen, längs welchen die Elek- 
tricitAt sich zu bewegen strebt, und in welchen sie sich im 
folgenden Zeittheile bewegen wird. 

Es mag nun f' + D V den Werth darstellen, den V am 
Ende der Zeit t-\- dt annimmt; substituiren wir denselben 
für V in Gleichung (a), so erhalten wir: 

dV dDV 



Wenn wir ferner mit D' V die Zunahme der Potentialf miction 

bezeichnen, wie solche durch die stattgehabte Aendemng der 
äusseren Kräfte während der Zeit dt bedingt ist, so wird 

DV—D'V 

die Zunahme der Potential function sein, die in Folge der ent- 
sprechenden Aenderungen IJq und üq' der elektrischen Dich- 
tigkeiten anf dor Fläche A und innerhalb derselben eintritt, nnd 
welche aus DV — ü' Fnach Art. 7 erhalten werden kann. Aber 
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nach der bekannteD Tlieorie der partiellen ÜiS'erentialglei- 
chnngen wird der allgememste Werth von öf, der der 
Gleichnng (i) genügt, constant aein längs einer jeden der Linien 
L, L', L" etc., dpch kann er beliebig vaiiiren von einer der- 
selben zur andern ^^): [47] da nun auch im Zeittheilchen dt die 
Elektricität sieb längs diesen Linien bewegt, so wird offenbar die 
ganze Elektricität in einer dünnen Nadel, die sie bildet, nnd 
die auf der entgegengesetzten Fläche ven A endet, gar keine 
Veränderong in diesem Zeittheilchen erfahren.") Folglich ist: 







= JDe'dv + Dffda + DQ,da. (t), 



wo dij ein Voln men element der Nadel, nnd da, da, die beiden 
Elemente auf der Fläche A , von welchen die Nadel begrenzt 
ist. Diese Bedingung, mitaammt der Gleichung iß), genügt 
vollkommen, den Werth von DV zu bestimmen, und so er- 
halten wir den Werth der Potentialf unction V-]-DV, zur 
Zeit t-{-dt, wenn der Werth V zur Zeit t bekannt ist. 

Als Anwendung dieser allgemeinen Lösung nehmen wir 
an, A sei ein Rotationskörper, dessen Axe zugleich die der 
z sei, und es mögen die beiden anderen Äsen X, Y, die in 
den Aequator fallen, im Räume fest sein. Wenn nun die 
ftnaaeren elektrischen Kräfte der Art sind, dasa sie auf zwei 
redncirt werden können, deren eine, gleich c, pai'allel £ wirke, 
wahrend die andere, gleich b, einer in der Ebene xy liegenden 
Linie parallel ist, und wenn wir den variablen Winkel dieser 
Linie mit der X-As-o mit y bezeichnen; so ist der Werth 
der Foteutialfunction zufolge der äusseren Kräfte gleich 

— ■ zc — zb cos (p — 1/6 sin <p ; 

wo b nnd c constante Grössen sind und tp mit der Zeit sich 
ändert nnd zwar fortwährend wächst. Es sei zur Zeit i der 
Werth 

V ^= ß{x cos d + 1/ sin ©) : 
alsdann bildet das System der Linien i, L', L" den Winkel 
i mit der Ebene [xz) und steht senkrecht zu einer anderen 
Ebene, deren Gleichung 

^ a: cos ff( + y sin BI . 
Wenn während der Zeit dt, <p in fp -[- Dtp übergeht, so 
wird die Zunahme der Potentialfunction in Folge der Aende- 
lg in den Äusseren Kräften gleich sein: 
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/>' T' = {z siix q> — y cos rp] bDif ; 
aTtssevJem wird Gleichung (6) jetzt: 

dDV , . dnV 

^= C03 BT—; h 3111 d 5 \a )\ 

dx dy ^ " 

und mitbin ist der allgomeine Wertli von DV: 
DV =^ DF[y cos d — x ain es, z) ; 
wo DF das Zeichen ist fQr ein» unendlich kleine willktlrliche 
Function. Vorhin war aber bemerkt, dasä der Werth von 
DV vollkommen bestimmt iat, wenn er der GleicLung (i) und 



Setzen wir nlso: 
- X sin nr, c) ^ A {y co3 nr — x ain m)D(p ; 

nnabhängige Grosse ist, und sebeq 



: Bedingung [t 
DF{yi 
wo h eine 

wir zu, ob es mitglich sein wird, /i so zu bestimmen, dass es 
der Bedingung [c] genüge. Auf Grand dieser Vorauasetznng ist 

DV — i)'F"= A (y cos d—a; sin crjÖ 9)— («ainy — yaoi<p)bDip 

=: [y{/i C03 ni 4- i cos fp] — x[h sin ni + 6 aln (f)) D<p. 

[48] Der dieser Potentialfiinetion entsprechende Werth von 
D^^ ist nach Art. (7)3»): 

ßp' = 0, 
nnJ weil die Linien L, L' etc. einander und dem Aequator 
von A parallel sind, iat da^da,. Mithin geht die Be- 
dingung {c) über in 

H = Dq-It Dq, (c'); 

Dq und Dq' sind die Oicbtigkeitselemente auf der Oberfläche 
von A an entgegengesetzten Enden einer jeden der Linien 
i, L' etc., der Potential function DV — D' V entsprechend. 
Aua der Form dieser Function ist aber leicht zu erkennen, 
dass diese Oicbtigkeitselemente an entgegengesetzten Enden 
einer Linie, die senkrecht steht auf einer Ebene, deren Olei* 
chung: 

^= y[Ji cos or -f- i cos tp) — x{h sin ro + i sin fp) 
iat, alle einander gleich sind und von entgegengesetzten Zeichen, 
und daher wird die Bedingnng [c) dadnrch erfüllt, dass diese 
Ebene mit derjenigen zusammenfällt, die senkrecht auf X, L' etc. 
siebt und deren Gleichung, wie vorhin bemerkt wurde. 
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z= X cos tff-^-ysiuw 

ist; d. h. die Bedingung {c) wird erfüllt , sobald h aus der 
Beziehung 

h cos tff -^ b cos qp A sin «fT + 6 sin y 

sin tff cos t7 

bestimmt wird, welche durch Reduction übergeht in: 

= /i + J cos (qp — tar) , 
wodurch 

F+ DV= ß(x cos CT + y sin er) + Ä(y cos er — x sin t3r)Z>qp 
= ßxfco^m + — sin tar cos (9) — rar) Z>qp > 

+ /?y < sin tsr — — cos tsr cos (y — ci) Z>(jp J. 

= /Ja: cos i ijr — — cos {(p — w) Z>qp f 

+ /Jy sin< CT — — cos (y — m)Dcp > 

wird. Wenn also q) um den unendlich kleinen Winkel Dcp 
anwächst, so erhält m das entsprechende Increment 

— — 003(9) — ts)Dq)y 

P 

während F" unverändert bleibt; die vorstehende Ueberlegung 
ist somit auf jeden Moment anwendbar, und die allgemeine 
Beziehung zwischen cp und m ist ausgedrückt durch: 

= Dtff + - cos (qp — üJ)Dcp ; 

eine gewöhnliche Differentialgleichung, welche, integrirt, cr- 
giebt 39) : 

^ ^y.nt,y^ sin(|7r-|/ + igr — |y) , 

sin (|7r + iy + i^r — ^(p) ' 

wo H eine willkürliche Constante ist und /, wie im ersten 
Theile dieses Artikels, die kleinste Wurzel der Gleichung 

= b sin y — ß . 
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[49] Es seien stu nud ^^ '''B Anfang;awerthe von 
alsdann wird die Potentialfnnction im nächsten Moment, wenn 
das eletitriscbe Fluidnm fest bleibt, den Werth 



V, = />(» 



- [a; 8 



haben, nnd die ganze ein Theilohen p, mit den Coordinaten 
X, y, z, bewegende Kraft wird gleich 



- (i -\- b sin (c/>Q — üJuj-Dy , 



V{ 



<dr,\' 

dz I 



m 



idVA-' 



welche, damit unsere Lösung anwendbar sei, nicht kleiner 
als ß sein darf; mithin mnas der Winkel rpf, — m^ zwischen 
und ;r liegen ; ist dieses der Fall, so ist im Vorhergehenden 
CT unmittelbar durch rp bestimmt. In der That, wenn wir 
den Werth von H aus den Anfangswerthen ro,, und (J)q be- 
rechnen und £ =^ ^/c + -Jy + ^BT — }j(p setzen, ao kommt 

j.^ tgi« 

St cfp~'p,)-:otgY^tgy tg^ole''''-^''«"«)' — 1) ' 

wo Co der Anfaugawerth von i^ ist. 

Wir haben im letzten Theil dieses Artikels den Körper A 
als ruhend angenommen und die Linie X', parallel der Rich- 
tung von b, als um ihn sich drehend; wenn wir aber jetzt, 
wie im früheren, die Linien unbeweglich und den Körper in 
entgegengesetzter Richtung sich faerumbewegend denken, so 
dass die relative Bewegung von X' zu X ungeändert bleibt, 
ao wird der elektrische, auf die Axen X, i', Z bezogene 
Zustand des Köi'pers, der offenbar nur von dieser relativen 
Bewegung abhängt, mithin unverändert bleiben. Um den- 
selben auf Grund dieser Voraussetzung zn bestimmen, sei x' 
eine der Coordinaten von />, bezogen auf die rechtwinkeligen 
Axen X', Y, Z, und y , z die beiden anderen ; die Richtung 
X', Y' ist die der Rotation von A. Wenn ferner et' den 
Winkel misst, den das System der Linien X, L' etc. mit der 
Ebene [s!, z) bildet, so haben wir: 

m + m' = fp; 

wo ip, wie vorhin, den von den Axen X, X' eingescbh 
Winkel bedeutet. Ferner werden die allgemeinen Werthe v 
V und ^ folgende sein : 
V^ ß{x' cos ro' + 1/' sin or'J und ^ = \!r + ^y — ^ns' 
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und die Anfangsbedingung wird, damit unsere Lösung an- 
wendbar werde, lauten: 

(fQ — ^0 = t«r'o = einem Werthe zwischen und 7t, 

Als Beispiel sei tg y = -— , denn aus Versuchen wissen 

wir, dass y stets klein ist; nehmen wir alsdann den ungün- 
stigsten FaJl an, dass rar'o = ^ ^^h ^^^ ferner, dass der Körper 
nur eine Umwälzung vollführe, so wird der Werth von ^, 
wie er durch den Anfangswerth Co =i^ + i/o — i^o ^^ 
stimmt wird, sehr klein werden, nämlich gleich einer Einheit 
in der 27. Stelle. Daraus erkennen wir die rasche Abnahme 
von ^, und mithin nähert sich der Körper einem stationären 
Zustande, der durch die Gleichung 

definirt wird. [50] Die durch die Rotation inducirte Polarität 
ist also schliesslich nach einer Linie gerichtet, die einen Winkel 
\7t-\~y mit der Axe X' bildet, und das stimmt mit dem 
überein, was im ersten Theile dieses Artikels schon erwiesen 
ward. 

Ist der Werth von V an der Oberfläche des Körpers für 
irgend einen Moment bekannt, so wird der Werth der Poten- 
tialfunction in einem Punkte p\ ausserhalb des Körpers, sammt 
den daselbst wirkenden Kräften genau ebenso bestimmt, wie 
zuvor. 
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(14.) Das olektiische Fluidum scheint frei von einem Tbeile 
eines Dontiniiirliclien Leiters zu anderen sich bewegen zu 
können, aber das ist keineswegs der Fall beim magne tischen 
Fluidum, selbst im Hinblick auf solche Substanzen, welche in 
gewissem Sinne als vollkommene Leiter des Magnetismus an- 
gesehen werden müssen, weil sie augenblicklich in ihren 
natttriiuhen Zustand zurilck kehren, sobald die den Magnetiamns 
inducirenden Kräfte schwinden. Coulomb war, wie ich glaube, 
der erste, der diese Substanzen als aus einer unendlichen Zahl 
von Theilchen zusammengesetzt zu denken voischlug, welche mit 
voller Freiheit das magnetische Fluidum zu leiten vermOgen, 
die aber so beschafTen seien, dass eine Communicatiou zwischen 
einem Theilchen und seinem Nachbar in keiner Weise statt- 
finden könne. Diese Hypothese ist jetzt allgemein von den 
Forschem angenommen worden, und die bisher aus derselben 
gezogenen Consequenzen scheinen mit der Beobachtung su 
stimmen; wir werden dieselbe deshalb dem Folgenden zu 
Grunde legen und mathematisch die Gesetze der Vortheilung 
des Magnetismus in Körpern beliebiger Gestalt entwickeln. 

Zunächst wollen wir den Werth der Potential function auf- 
zustellen versuchen, der von einem, durch Wirkung constanter, 
einer gegebenen Linie pai'alleler Kräfte in einem sehr kleinen 
Körper A inducirten magnetischen Zustande erzengt wird; 
der Körper sei ans einer unendlichen Zahl von Theilchen 
zusammengesetzt, die alle vollkommene Leiter des Magnetismus J 
sind und anlänglich in einem nattrlichen Zustande sich be- 
finden. Um möglichst unmittelbar den Art. (6) anwenden za 
können, sollen die Kräfte von einer unendlich gi'ossen Uenge 
Q magnetischen Fluidums herstammen, welches in einem 
Punkte p auf dieser Linie in unendlicher Entfeinung von A 
concentrirt gedacht wird. Es befinde sich ferner der An- 
fangspunkt der Coordiuiiten irgendwo innerhalb ji , und ■ 
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wenn x^ y. z zum Punkte p. und x, y\ z' zu irgend einem 
äusseren Punkte p' gehören, auf welchen die von A erzeugte 
Potentialfnnction sich bezieht, so werden wir haben ^vide M^c. 
C^ Lir. 3): 

T =-^+77^ + ^3- -i- etc.: 



wo r^ = |-r'2-i-y'-J-f y2 die Distanz Op' darstellt. 

[Öl] Da femer die Gesammtmenge magnetischen Fluidums 
in -4 ^eich Null ist. so ist U^'^- = 0. Es sei nun r' sehr gross 
im Vergleich mit den Dimensionen des Körpers, alsdann sind 

alle GMeder. die auf — 7:^- in Torstehendem Ausdrucke folgen. 

sehr klein im Vergleich zu diesem : wir erhalten daher, wenn 
wir sie ▼emschlftssigen und für U^^* seinen allgemeinsten 
Werth einsetzen: 

.._ n»' _ Ax' + By' + CV . 

^ 1 ;• 3 

wo Aj B, C Grössen sind, die von x\ y\ z unabhängig sind. 
aber x^ y. z enthalten mögen. 

Der Werth von V bleibt nun nach Art. (l>^ unverändert , 
wenn wir x^ y, z mit x\ y\ z vertauschen, und umgekohri. 
Also ist: 

_ Ax' + Bxj + CV _ Ax + Kij + C'z . 

WO -4', B\ C* eben dieselben Functionen von x\ ii\ z sind. \\ io 
vorhin A, B, C von a;, y, 5. Mithin ist leicht zu orsohou, 
dass V folgende Form haben muss: 

a"x2f+ b"yy'+ c"zz'+ e"{xy'+ yx) +f W \ zx | .;\;,: ; 

"WO a j , c j e , j , y constantc (irosson snut. 

Wenn X, Y, Z die Kräfte darstellen , die von doiu in /» 
eoncentrirten Magnetismus inducirt werden, und /w:u* iu \lor 
Richtung der positiven x, y, z^ so haben wir: 

Y_— Ö^. V— ~^^-^ y *^^'- 

-A — — r[ — ,2 — , /: . . 

^•ö .l«.» >'.» 

nnd mithin ist V von der Form: 



.. \ 



« I 



v= 



84 George Green. 

a'Xx'+b'Yy'+cZz'+e'{Xy'+Yx')+f(Xz'+Zx)+ff'(Yz+Zi 

gf 3 

WO a, V etc. andere constante Grössen sind. Nun kann man 
stets die Lagen der Axen so bestimmen, dass e^ f und g 
gleich Null werden, und damit erhält V die folgende einfache 
Gestalt: 

,, aXx' + bYy' + cZz 

wo a, b^ c drei constante Grössen sind. 

Wenn A eine Kugel und auch seine magnetischen Theilchen 
sphärisch oder, wie die Theilchen der nichtkry stallischen Körper, 
irgendwie geordnet sind, so müssen die Constanten «', J', c' etc. 
in dem allgemeinen Ausdruck von V dieselben sein für jedes 
System rechtwinkeliger Coordinaten, folglich muss a ==^b' = c 
sein, e = 0, /' = 0, g' = 0, und es wird in diesem Falle: 

a'[Xx' + Yy' + Zz') 
r' 



V^V^f^t^L^Ä^LJ^ ^^^. 



wo a' eine von der Grösse und Beschaffenheit von A ab- 
hängige Constante bedeutet. 

[Ö2] Die Formel (a) giebt den Werth der auf einen Punkt 
p' wirkenden Kräfte, die von einer Masse A weichen Eisens 
oder eines ähnlichen Stoffes, dessen magnetischer Zustand 
durch Einfluss des Erdmagnetismus inducirt ist, erzeugt werden; 
wenn die Distanz Ap' im Vergleich zu den Dimensionen von 
A gross und wenn A ein Rotationskörper ist, so muss eine 
der rechtwinkeligen Axen, z. B. X, mit der Rotationsaxe 
zusammenfallen, und der Werth von V reducirt sich auf: 

,,_ a'Xx' + b'(Yy'+Zz') _ 

WO «', h' zwei von der Gestalt und Beschaffenheit von A 
abhängige Constanten bedeuten. Die Kräfte femer, die in der 
Richtung der positiven a;', y', «' wirken, sind 



—['^^\ _/in _/^\ 



dy' 

Somit können wir Theorie und Experiment vergleichen, doch 
sind das Einzelheiten, in welche einzutreten die gesteckten 
Grenzen verbieten. 
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Die Formel (S), die für eine unendlich kleine Kugel correct 
ist, wenn deren Theilchen irgendwie geordnet sind, wird that- 
sächlich die Grundlage unserer Theorie abgeben, und obwohl die 
vorstehende Analyse hinreichend allgemein und streng zu sein 
scheint, mag doch ein einfacher Nachweis für diesen besou- 
deren Fall gegeben werden. Mag deshalb der Anfangspunkt 
O der Coordinaten im Centrum der unendlich kleinen Kugel 
A sich befinden, und OB die Richtung der auf dieselbe wir- 
kenden Kräfte sein; da femer die Gesammtmenge magneti- 
schen Fluidums in A gleich Null ist, so muss offenbar der 
im Punkte p von A erzeugte Werth der Poteutialfunction 
von der Form 

k cos 

sein, wo r' wie vorhin die Distanz Ojo', und 6 den Winkel 
zwischen der Linie Op' und einer andern in A festen Linie 
OD misst. Es sei nun f die Grösse der längs OB wirkenden 
Kraft, dann ist die Constante k offenbar von der Form k = a'f, 
wenn a' eine Constante bedeutet. Der vorstehende Werth 
von F" gilt für jede Anordnung der magnetischen Theilchen 
von Ay regelmässig oder unregelmässig, aber in letzterem 
Falle bleibt V offenbar ungeändert, wenn die Kugel mitsammt 
der Linie OD sich um OB als Axe herumdreht, was nur 
geschehen kann, wenn OB und OD zusammenfallen. Also 
ist ö = Winkel BOp' und 

a'f cos d 

y -^.^ 

Es seien nun cc, ß, y die Winkel, welche die Linie Op =^r 
mit den Axen der x^ y, z bildet, sowie «', ß\ / diejenigeu, 
welche OB mit denselben Axen einschliesst; setzt man für 
cos d seinen Werth 

cos a cos a' -f- cos ß cos ß' + cos y cos /, 

so folgt, weil y cos a = X, y cos /? = Y, f gos y = Z ist, 

a{X cos a + y cos /i? -}- Z cos y) ,, 

^ = ^72 (^ /• 

Dieses stimmt mit den Gleichungen [b) übereiu, weil 

x' y' z* 

cos a = ^ , cos /? = p , cos y = — . 
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[53] (15.) Betrachten wir jetzt einen Körper A von 
beliebiger Gestalt, der in einem magnetischen Zastande sei, 
indem seine Theilchen durch Einfluss äusserer Kräfte inducirt 
sind, und nennen dv ein Volumen element desselben, so wird der 
, von diesem Element erzeugte Werth der Potentialfunction in 
irgend einem Punkte />' mit den Coordinaten x\ y\ z\ da 
die Gesammtmenge des Magnetismus in d'o gleich Null ist, 
von der Form 



d^{X{x' - x) ^- Y[y ' — y) + Z (z' — z)} 

r 



(«) 



/' 



sein, wo x^ y, z die Coordinaten von dv, r gleich der Distanz 
p', dv und X, Yj Z drei Grössen sind, die von dem in dv 
inducirten magnetischen Zustande abhängen und dazu dienen, 
ebendiesen Zustand zu bestimmen. Wenn dv' ein unendlich 
kleines Volumen im Körper A darstellt, das zugleich den 
Punkt /?' einschliesst, so wird die von dem ganzen Körper 
A, ausserhalb dv\ erzeugte Potentialfunction ausgedrückt sein 
durch: 

das Integral über das ganze Volumen von A, ausserhalb dv', 
erstreckt. 

Aus diesem Ausdrucke kann leicht geschlossen werden, 
dass im Allgemeinen, obwohl dv' unendlich klein ist, die Kräfte 
in seinem Inneren nach Grösse und Richtung variiren beim Ueber- 
gang von einem Theilchen zu einem anderen; wenn aber dv' 
sphärisch ist, so sind diese Kräfte, nach Grösse und Richtung, 
merklich constant, mithin wird in diesem Falle der in dv' 
durch ihre Wirkung erzeugte Werth der Potentialfunction 
unmittelbar aus dem vorhergehenden Artikel gewonnen. 
. Es sei tp' der Werth des soeben aufgestellten Integrales, 
wenn dv' eine unendlich keine Kugel ist. Da die auf p' 
wirkende Kraft von der ausserhalb dv' befindlichen Masse 
stammt, mit der Tendenz x' zu vergrössem, so ist sie gleich 



\dxT 

wo der Strich über dem Differentialquotienten andeuten soll, 
dass man den Werth dadurch erhält, dass der Radius von dv' 
nach der Differentiation gleich Null gesetzt wird, und das 
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ergiebt etwas anderes, als wenn erst der Radius Null gesetzt 
und dann die Differentiation nach x\ y\ z vorgenommen 

wird, was wir wie gewöhnlich mit -—7- bezeichnen wollen. 

Wir haben alsdann: 



ax ax J T^ 

wo das erste Integral über das ganze Volumen von A ausser- 
halb dv' zu erstrecken ist, aber das zweite über das gesammte 
^ mit Einschluss von dv\ Also wird 



welches Integral bloss über das Volumen dv' zu erstrecken ist, 
dessen Radius a nach der Differentiation gleich Null zu setzen 
ist. Um die angedeutete Integration auszuführen, bemerken 
wir, dass X, Y, Z innerhalb dv merklich constant sind ; sie 
können daher [54] durch X,, Y, und Z,, die Werthe im Centrum 
von rft?', ersetzt werden, dessen Coordinaten x,^ y,^ z, seien; 
das verlangte Integral geht also über in: 



/ 



ä.,yä, x,K-,) + y,(/-,) + z,(y-,) 



Setzen wir E = X,x + Y,y + Z,Zj so ist 

v-^^ v_^ z-^-^ 
"^' "" dx ' '~ dy' ^'~ dz ' 

und da 

r »- f d- f d- 

X — X r y — y r ^ z — z r 

r^ dx ' r'-'^ dy ' r'^ dz ' 

so kann das Integral geschrieben werden: 

1 ,1 



dE ^ r , dB "^r . dB '^ r\ 

dz ' dzl' 



r^ y ^ [dB 7' dB r , 

Idxdydzy , -—, — \-— , + 

./ ^ ^ dx dx dv dv 



welcheB, A» 6E = 
redttcirt auf 
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= und S-= QJ"), aieh nach Ai-t. (a) 



J r \dw)~J T da ' 



wail dw =^ — da ist; das Integi'al erstreckt sich über dia 
ganze Oberfläclo von dv', deren Element da genannt ist; 
r ist die Diatanz p', da nnd dw ist von der Oberfläche nach 

dem Innern von rfr' gemessen . Nun ist / — --j— derWerth 

der Potential function für einen Punkt p' innerhalb der Kugel, 
deren Oberfljlche allenthalben mit Elektricität, deren Dichtig- 
keit -T— ist, bedeckt gedacht wird, was leicht zu erkennen 

iat nach No. 13, Liv. 3, Möc, Celeste, Ferner haben wir, wenn 
die dort gebrauchte BezeichnnngBweise momentan beibehalten 
wird und der Anfangspunkt der Pol&rcoordinaten in das Eugel- 
centrnm gelegt wird: 

E ^ E,-\~ a{X, C03 + Yi sin aoizs + Z, sin sin tu) ; 
wo E, der Werth von E im Centram der Kagel ist. Alao ist 

dE 

da 

und da dieaes der Ausdruck für f/''' ist (vide Möc. Celeste, 
Liv. 3), so erhalten wir sogleich 



: X, coa 6 -\- Y, sin fl cos er + Z, sin d ain er , 



/t 



r da 



'{X,i 



<sfy+Y,i 



3' cos m' + Z, sin 6' ain ra'} 



wo ?■', ff, m' die Polarcoordinaten von p' sind.") Wenn wir 
nun x', y' und z wieder einfahren, so 1st: 



fdaa 
J r t 



= 4«(X,(j-i,)+Y,(s,'-!,,) + Z,{z 



Daraus loiton wir folgweise ab: 
dtp' dtp' 



dtp dtp ^/"j ^ -/ _ 

dx' dx' dx'J 



^)+y(y'-y)+z(''~') 



-J,)+Y,(J,'-J,,!+Z,(/. 
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[55] Lassen wir jetzt den Badins a gleich Null werden, so 
muss X, gleich X' werden, welcher Werth in p herrscht, 
und es kommt: 



d^ dx' — ^'^^ 



oder 



dx dx' ' 



7 I ' 

Es ist aber —,- der Werth der in der Richtung der posi- 
tiven X wirkenden Kraft für einen Punkt jo' innerhalb der unend- 
lich kleinen Kugel dv\ welche Kraft vom ganzen Räume von 

A ausserhalb dv* stammt ; substituirt man für --— den soeben 

dx 

gefundenen Werth, so erhalten wir für die Kraft 

Wenn F' den Werth der Potentialfunction in einem Punkte 
p darstellt, herstammend von den äusseren Körpern, welche 
den magnetischen Zustand von A induciren, so wird die ent- 
sprechende Kraft in derselben Richtung gleich 

_dV' 
~d7 

sein, nnd mithin ist die totale Kraft in der Richtung der 
positiven x\ mit der Tendenz im sphärischen Element dv 
einen magnetischen Zustand zu induciren, gleich 

dxp' dV' ~ 

Ebenso findet man die totalen Kräfte, auf dv' in den Rich- 
tungen der positiven y' und z' wirkend, gleich: 

. _-, dip' dV -^ ^ ^ ^^, dib' dV — 
^ dy' dy' ' 3 ^i^ ^j 

Aus der Gleichung (J) des vorigen Artikels erkennt man, 
dass, wenn dv' ein vollkommener Leiter des Magnetismus 
ist und seine Theilchen unregelmässig gelagert sind, der 
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Werth der Potentialfanction in einem Punkte p", wie derselbe 

von dem durch die Kräfte X, Y, Z m dv inducirten mag- 
netischen Zustand erzeugt werden, die Form 

a'(X cos a + Y cos /? + ^ cos y) 

_ 

hat; r' bedeutet hier die Distanz jo", rft?' und a, /?, y sind 
die Winkel, die / mit den Axen der rechtwinkeligen Coor- 
dinaten bildet. Wenn femer x\ t/\ z" die Coordinaten von 
ji' sind, so geht vorstehender Ausdruck, wenn man beachtet, 
dass hier a' = k- dv' ist, über in 

kdv'{X(x"-af) + Y{f-y') + Z(z"-z')) . 



WO k eine von der Beschaffenheit des Körpers abhängige 
Constante ist. Eben dieselbe Potentialfunction erhält man 
aus dem Ausdruck [a] in diesem Artikel, indem man dv^ p^ 
und deren Coordinaten in dv'^p" und in deren Coordinaten 
verwandelt; und so erhält man: 

[56] *^"' ( X'(^" -^') + Yy - y') + Zy - zj) _ 

Setzen wir diese beiden Ausdrücke einer und derselben Grösse 
einander gleich, so erhält man folgende Gleichungen: 

x'=kx=i.kx'-k'^-k'^:, 

r = kY==i.kr-k'^-k'^^ 

Z'= kZ = AfvkZ' ^ k^— k^^ , 

"* dz dz ' 

da die Grössen x', y", z" vollkommen willkürlich sind. Multi- 
plicirt man die erste dieser Gleichungen mit dx'^ die zweite 
mit t/y', die dritte mit dz\ und addirt, so kommt 

= (1 — }7tk){X'dx'+ Y'dy + Z'dz) + kdxp' -^ kdV . 

Aber dxp^ und dV sind vollständige Differentiale, 
X'dx' + Y'dy' -\- Z'dz* muss es mithin auch sein ; daher 
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setzen wir d(p' = X'e/a:' + Y'dy' + Z'dz und erhalten durch 
Integration: 

const =[\—\7tk) cp' + A i/;' + k V\ 

Obwohl der Werth von k ganz und gar von der Beschaffen- 
heit des betrachteten Körpers abhängt und für jeden Fall 
experimentell zn ermitteln ist^ so können wir doch die Grenzen 
angeben, innerhalb deren er liegen muss. Denn wir haben in 
dieser Theorie angenommen, der Körper bestehe aus leitenden 
Theilchen, die von einander durch absolut für magnetisches 
Flnidnm impermeable Intervalle getrennt sind; es leuchtet 
aber ein, dass der in der unendlich kleinen Kugel dv' in- 
dncirte Magnetismus nicht grösser sein kann, als derjenige, 
der indncirt werden würde, wenn der Körper eine continuir- 
lich leitende Masse wäre; vielmehr wird er kleiner sein in 
einem beliebigen Verbal tniss, je nach der Anzahl nicht leitender 
Intervalle. 

Wenn dv' ein continuirlicher Leiter ist, so ist ersichtlich, 
dass der Werth der Potentialfunction in einem Punkte /?", von 

dem dnrch die Kräfte X, Y, Z in ihm inducirten magneti- 
schen Zustande herrührend, gleich sein wird: 

^dv' X{x" — x) + Y[y" — y') + Z[z" — z') 
\7t ' r'3 ' 

wobei zu bemerken ist, dass -- — = a^ ist, wenn a wie 

vorhin den Radius der Kugel dv' darstellt. Vergleicht man 
diesen Ausdruck mit dem zuvor (S. 90) gefundenen, wo dv' kein 
continuirlicher Leiter war, so erhellt, dass k zwischen den 

Grenzen und -^ liegen muss, oder, was dasselbe ist, dass 

A 7t 

wo ff eine positive Grösse und kleiner als 1 ist. 

Der Werth von k , in die Gleichung für (p' eingesetzt, giebt 

[57] const = (l-g) (/>' + |^. {>p' + V) . 
Femer ist 
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X(^'-x] + Y{y'-y) + Z(z'-z) 



ip' = Idxdydz 



r 



d— , d~ , d— 

r 



J \dz dx dv dv dz 



dx dy dy dz dz 




= 4.7tcp'-fdacp\^] Art. (3); 



wo das dreifache Integral über das ganze Volumen von A^ 
und das auf da bezügliche über die Oberfläche von -4, deren 
Element da ist, erstreckt werden muss; die Grössen q) und 

dl 

r 
-j — gehören zu diesem Element. Durch Substitution finden wir: 



const = (1 + 25')f/)'+ ^ 



47r 
Es ist aber cJT' = und 





dw 

mithin ö'cp'= 0; das Symbol d' bezieht sich dabei auf ä;', y', z^ 
die Coordinaten von p'\ da aber x\ y\ z' willkürlich sind, so 
wird, wenn man x^ y^ z statt derselben einsetzt, 

= (Jf/), 

und in Folge dessen wird der Werth von xp' nach Art. (3) : 

^=-/?(i)- c)^ 

wo r die Distanz jo', da bedeutet und yj^] zum Elemente 

da gehört. Die frühere Gleichung zur Bestimmung von y' 
geht, wenn man x' ^ y', z' m x^ y^ z verwandelt, über in: 

const =(l-y)9.+||(^+r) (c); 
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vfo (p, ip nnd V zu einem Punkte p innerhalb des Körpers 
gehören, dessen Coordinaten x, y, z sind. Ueberdies geht aus 
dem Vorhergehenden hervor, dass die Functionen qp, xp und 
F^den Gleichungen ==dfp, = (J?// und = dV genügen 
nnd keine singulären Werthe innerhalb A haben. 

Die Gleichungen (b) und [c) reichen völlig zur Bestimmung 
von (p und xp aus, wenn der von den äusseren Körpern abhängige 
Werth von V bekannt ist, und deshalb ermöglichen sie uns, 
den magnetischen Zustand an jedem Ort im Körper A zu 
bestimmen, indem wir bemerken, dass sie von X, Y, Z, den 
Differentialquotienten von qp, abhängen. Auch ist einleuchtend, 
dass i//', wenn es für einen Punkt p' ausserhalb A berechnet wird, 
der Werth der Potentialfunction in diesem Punkte ist, der von 
dem in A inducirten magnetischen Zustand erzeugt wird, und 
deshalb ist diese Function stets durch die Gleichung (i) gegeben. 

Die con staute Grösse ^, die in unserer Formel vorkommt, 
hängt nur von der Beschaffenheit des Körpers ab, und im 
folgenden Artikel wird ihr Werth für einen cylindrischen Draht 
ermittelt, wie Coulomb ihn angewandt hat. Dieser Werth 
ist wenig von 1 unterschieden: setzen wir deshalb ^ = 1, so 
werden die Gleichungen (b) und (c): 

i"' ^--/t© "■). 

const = ip -\- V [c] ; 

das sind offenbar dieselben Gleichungen, die man erhielte bei 
der Voraussetzung, das magnetische Fluidum könne sich frei 
bewegen von einem Theil des leitenden Körpers zum anderen ; 

die Dichtigkeit q hat hier wiederum den Werth — \Zj\i ^^^ 

da der Werth der Potentialfunction für einen Punkt ausser- 
halb des Körpers nach jeder Voraussetzung durch die For- 
mel [b) ausgedrückt wird, so sind die Wirkungen nach aussen 
in beiden Fällen dieselben. Wenn wir also Eisen, Nickel oder 
ähnliche Substanzen nehmen, in denen der Werth von g beinahe 
gleich 1 ist, so werden die beobachteten Erscheinungen wenig 
von den nach der letzteren Hypothese entwickelten Formeln 
abweichen, ausgenommen, wenn eine Dimension sehr klein ist 
im Vergleich zu den anderen; in welchem Falle die Resultate 
der beiden Hypothesen sich stark unterscheiden, wie wir solches 
in einigen der folgenden Anwendungen sehen werden. 
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Sind die den Körper bildenden magnetischen Theilchen 
nicht vollkommene Leiter, sondern mit einer Coercitivkraft 
versehen, so kann offenbar immer noch Gleichgewicht statt- 
finden, wenn der magnetische Zustand des Elementes dv' ein 

solcher ist, wie er von den Kräften -t-t '\ — i—r4--4', 
' dx dx 

^f A j-T + -ö und -r-, H rr + G mducirt werden 

dy dy dz dz 

dW dV dxjy dV 
würde, anstatt von dien Kräften j-y + --7-7 ^ -rh + -r— / , 

-^ + -T-- ; vorausgesetzt, dass die Resultante der Kräfte 

Ä^ B'y G* nirgends grösser ist als die Coercitivkraft ß. Das 
ergiebt die Bedingung 

die Gleichung [c] würde alsdann ersetzt werden durch 

^=^[\—g)dq)'\'^[d\\)'\'dV-\'Adx-\'Bdy^Cdz),,{c)\ 

wo -4, 5, C irgend welche Functionen von x^ y, «, wie 
Ä ^ B\ C Functionen von x\ y\ z* und nur der vorstehen- 
den Bedingung unterworfen sind. 

Man könnte sehr leicht die vorstehende Theorie so modi- 
ficiren, dass sie auch auf Körper mit regelmässiger Anord- 
nung der magnetischen Theilchen anwendbar wäre, ind^m man 
die Gleichung [a] statt der Gleichung (b) des vorhergehenden 
Artikels zu Grunde legte; da aber die Beobachtungen noch 
keinen Anhalt für eine solche Anordnung in irgend einem 
bisher untersuchten Körper darbieteu, so erscheint es unnöthig, 
dieses Maass von Allgemeinheit anzustreben, vollends da diese 
Lücke sehr leicht ergänzt werden kann. 

(16.) Als Anwendung der allgemeinen Theorie des vor- 
stehenden Artikels denken wir uns den Körper A als hohle 
Kugelschale von gleichförmiger Dicke ; der Radius der inneren 
Fläche sei a, der äusseren a,\ die einen magnetischen Zustand 
inducirenden Kräfte mögen von beliebigen aoderen, beliebig 
gelegenen Körpern, innerhalb oder ausserhalb A^ herstammen. 
Da ferner im Innern der Masse von A = dq) und = rfF, 
so haben wir (Möc. 061. Liv. 3): 
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und 

wo r die Entfernung des Punktes p, auf den q) und V sich 
beziehen, vom Centrum der Schale, [59] und qp^^), qp^^^ etc., 
U^^\ ?/(') etc. Functionen von und tsr, den beiden anderen 
Polarcoordinaten von p sind, Functionen, deren Eigenschaften 
grflndlich von Laplace in dem citirten Werke auseinander 
gesetzt worden sind ; die Summen erstrecken sich von i = 
bis * = oo. 

Wenn wir jetzt, um den Doppelsinn zu vermeiden, in der 
Gleichung [h) Art. 15 r in Klammern schliessen, so kommt: 

fda ld(p\ 



*=-/fI©^ 



WO (r) die Distanz p, da und das Integral über beide Flächen 
der Schale sich erstreckt. Auf der inneren Fläche haben wir 

-7^ = -r- wid r == a, mithin wird der Theil von cp, der 
dw dr ^ ^ ' 

auf diese Fläche sich bezieht, gleich: 

die Integrale erstrecken sich über die gesammte innere Fläche, 
deren Element da ist. Führt man die Integration nach 
Laplace^s Formel aus (M^c. G6\. Liv. 3), so erhält man sofort 
den zur inneren Fläche gehörigen Theil von ip, nämlich ^2^ 

Auf dieselbe Art findet man den von der äusseren Fläche her- 
rührenden Theil von ip, indem man noch beachtet, dass auf 

jener Fläche -^^ = =5- und r = a, ist : 

dw dr 

Die Summe dieser beiden Ausdrücke ist der vollständige Werth 
von y\>\ setzt man denselben, sowie die vorhin gegebenen 
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Werthe von q> und V in die Gleichung (c) Art. 15 ein, so 
erhält man: 

const = {i — cf)^(p,(i)r->-^ + (i _^)^<p(.v< 



Zffa^ 



Durch Gleichsetzung der Coefficieoten gleicher Potenzen der 
Variablen r, erhalten wir allgemein für jedwedes i: 

= (l _y)9,,(.)+^^{_ia'-V/,W+(»+i)9,,Wa-.-2}+||c;;W, 

wenn man die Constante auf der rechten Seite der Gleichung 
in r als überfltlssig fortlässt, weil man sie stets in cp^^^ ein- 
treten lassen kann. Setzen wir nun zur Abkürzung: 

i) = (2i+ 1)2(1 +$r) + (»- 1) (» + %2_9^2,-(,-+ 1) gj"*"'^ 

[60] so erhalten wir durch Elimination: 

,.(.) = _ ^ m {2i+l){2i+l+{i+2)ff} 

_ H rm 3y(»+t)(2»+i)g,-'"-^ 

„,.._ 3ff 3y.-(2.-+l)a^'-+> 
^' 47r D 

_ 1^ ITM (2t-+l){2»+l+(e-l)y} 
47r ' Z) 

Setzt man diese Werthe in den Ausdruck: 

so bat man den allgemeinen Werth von (p in Form einer 
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nach Potenzen von r furtschreitendoa Reihe, wenn die I'otantial- 
function bekannt ist, die von den, einen magnetiscLen Zustand 
der Schale inducirenden Kräften erzeugt wird, und nun kanu 
man den Wetth der Potential function ableiten, der von der 
Schale selbst herrührt, und zwar für irgend einen Punkt, 
innerhalb oder ausserhalb derselben. 

Befinden sich alle EtSrper ansaerhalb der Schale, so kann 
man die gesammte Wirkung auf ein magnetisches Theilchen 
in ihrem Inneren nach folgender einfachen Methode erhalten, 
die auf Schalen beliebiger Gestalt und Dicke anwendbar ist. 

Die Gleichung (c) Art. 15 wird mit Vcrnachlässignng der 
ttberfltlssigen Gonstante lauten: 

= 

Wenn nnn [rp] den Werth dev Potentialfunction darstellt, der 
dem Werthe ip von <p auf der inneren Schalenflfiche enspricht 
80 werden die Functionen {ip}, ip und V den Gleichungen 
^ S{q>), = ö\p und ü = dV genügen, und überdies haben 
dieselben keine singulären Werthe innerhalb der Schale; daher 
kann dasselbe ausgesagt werden von der Function: 

(1- 

und da dioBO Fnnction auf der InnenflSche gleich Null ist, so 
folgt nach Art. (5), dass dasselbe für einen Punkt p dea 
Innenranmes statthat. Mithin ist 

» = (i-?)w+||c/'+n- 

Aber tp -\-V ist der Werth der gesammten Potentialfunction 
im Punkte p , von den äusseren Körpern und der Schale selbst 
herrührend: diese Fnnction ist also ausgedrückt durch; 

Auf genau dieselbe Weise lässt sich zeigen, dass der Werth 
der Potentialfunction in einem Punkte p', ausserhalb der Schale, 
wenn alle inducirenden Körper innerhalb liegen, gleich 



r 
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iflt, wo ((/)') der Worth der Potentialfunction ist, der dem Werthe 
von (p auf der Äussenfläolie der Schale entspricht. Da wir anf 
diese Weise alle Potentialfunctionen haben, so ist die geaammte 
Wirkung, die auf ein magnetisches Theilchen in irgend einer 
Richtung auBgeübt wird, unmittelbar dnrch Differentiation 
gegeben. 

[61] Um diese allgemeine Lösung auf unsere sphärische 
Schale anzuwenden, müssen wir, falls alle inducirenden Körper 
sich ausserhalb derselben befinden, zuerst 7p, den Werth von tp 
auf der Innenfläche bestimmen, indem wir = y£^,"'V~''~' 
setzen, weil es keine inneren Körper geben soll, und daraus 
erhalten wir den Werth von {<p). Substituiren wir für (p^*^ 
und f/)/'' ihre vorhin mitgethoilten Werthe, indem wir ü,* = 
und r = a setzen, so erhalten wir: 



^ = T?" + ='"2'£'" 



.„(ü±il!f 



und der entsp rechende Werth von [ip] wird (Möc. Cül. Liv. 3): 

Der Werth der Potentialfunction in irgend einem Punkte p 
innerhalb der Schale, dessen Polarcoordinaten r, G, m sind, is 

-|f (1 -»)(?>) = (1 -f)(i +2ff)^i7»^iii&: . 

Auf ähnliche Weise wird der Werth derselben Function ftlr 
einen Punkt //, ausserhalb der Schale, wenn alle inducirenden 
Körper in ihr liegen, gefunden gleich: 

wo r, fl und er in diesem Ausdruck die Polarcoordinaten von 
p' repräsentiren. 

Um ein recht einfaches Beispiel für den Gebrauch der 
ersten dieser Formeln zu geben, fragen wir nach der Wirkung 
des Erdmagnetismus auf das Innere einer hohlen KugeUchale; 
wir lassen die Axe der x mit der Richtung der Inciinationa- 
nadel zusammenfallen, wir bezeichnen mit / die const&nte 
Kraft, die ein positiv magnetisches Theilchen in der Richtung 
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antreibt; alsdann iet die Poten Malfunction V, 
Korpern herstammend, gleich 



-/■^ = 



— _/ C03 d ■ 



Die Eeihen für V vcduciren sich deshalb in diesem Falle auf 
ein einziges Glied, in welchem z '= 1 ist, nnd da der entsprc- 
ehende Werth von D gleich 

SO wird die totale Potentialfnnction innerhalb der Schale gleich: 






25' 



Wir sehen also, daas dnrch Dazwischenschaltung der Schale 
die Directionskraft, die auf eine sehr kleine Magnetnadel wirkt, 



sieh von _/ anf - 



l+S- 



- f rediicirt. 



Beim Eisen und bei anderen ähnlichen Köi'pern ist </ sehr nahe 
gleich 1 , und daher ist die DirectionakTaft im Innern einer 
hohlen Kugelschale in hohem Grade veimindert, ausser wenn 
ihre Dicke [62] sehr gering ist im Vergleich zum Radius; 
in letzterem Falle nähert sie sich, wie die Formel steigt, dem 
Originalwerthe f, und wird gleich / bei unendlich kleiner 
Dicke. 

Um ein Beispiel vom Gehrauch der zweiten Formel zu 
geben, soll die gesammte Wirkung auf einen Punkt p unter- 
sucht werden, der sich auf einer Seite einer nnendlich grossen 
Platte von gleichförmiger Dicke befindet, wenn auf der anderen 
Seite derselben, den Magnetismus vollkommen leitenden Platte 
ein anderer Punkt P mit der Einheit positiven FInidums sich 
befindet. Dazu füllen wir die Senkrechte PQ von i'auf die 
Platte, verlängern dieselbe über letztere hinaus und fällen das 
Loth jjy von p auf jene Gerade, setzen PQ = b, P<j = «, 
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pq = !), und Denneu t die Plattendiekc; da flie Wirkung; 
femor offenbar gleich ist der einer unendlicli grossen Kugel- 
scLale von derselben Dicke, deren Cod üum aufPQ in unend- 
licber Entfornnng von P liegt, so erhalten wir fUr den 
gesuchten Wei-th der Potential fun et ion in p, wenn wir 
a, ■:= a-\- t, a nnendlich gross, setzen und die Linie PQ als 
Ase annehmen, von welcher ans $ gemessen werden soll. In 
vorliegendem Falle wird: 



r{a—(>)om8+[a—b)-^ 



=2'^!» 



und der Werth der Potentialfnnction wird, wie zuvor ge- 
funden war: 

(i-jKi + ayJ^"'-^^^'- u>»r-'~'. 

Aus dem ersten Ausdrucke erkennen wir, dass das aUge- 
OToine Glied f/,'r~'~' eine Grösse ist von der Ordnung 
(n — S)'>~'~'. Setzt man femer für r seinen durch w ans- 
gedrDckten Werth ein, so wird 

(a — i)'r~'~' ^ [a — 6)'[a — b -\-u)~'~^ ^= — ü~T ; 

wenn man Grüasen von der Ordnung - im Vergleich zu den 
fib rigbleib enden vernachlässigt.*') Das allgemeine Glied U/r~'—' 

und mitbin auch t'V mnss also als Function von - = y 

a ' 
betrachtet werden, In den soeben mitgetheilten Summen ist 
das Increment von % gleich I , und das entsprechende Incre- 
ment von )• ist — ^ dy (denn a ist unendlich gross) , die 

Summen geben daher in bestimmte Integrale (into ordinary 
integrals or fluents) über. Ferner gentigt (Mec. Cßl. Liv. 3) ?/,"l 
stets der Gleichung: 

und weil ö unendlich klein ist, wenn V einen merklichen 
Werlh hat, so können wir dasselbe aus dem Obigen eliminiren 
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mittelst der Beziehung aO = v^ und erhalten^ mit Vernachlässi- 

t 

4 

gang unendlich kleiner Grössen von höherer Ordnung, da — = y, 

rfr2 ^ vdv ^^ ' 
PolgUch hat CT/O die Form: 

[68] !7/0 = A r^— £L=. cos (/?y t?) ; 

da der noch übrig bleibende Theil des allgemeinen Integrales 
unendlich gross wird, wenn v verschwindet, weshalb es fort- 
gelassen werden muss.^^) Es erübrigt nur noch die Ermittelung 
der willkürlichen Constanten A, Zu dem Zwecke sei = 0, 
d. h. V = 0, und es wird: 

[7/0 = (a — by und f^—M^ = i^ ; 

folgUch (a—by = ^[Ati), äi.h. A = - [a—by. 
Setzt man die Werthe für A und r ein, so kommt: 

V/r— •-i = -(a— JWa — i + «^)-»'-^ C ^^ cos{/^yt?) 

^^ ' ^ JoVi—ß'^ 

2dy r^ dß ,^ , 

= — ^e-v« / -— i= cos ißyv) ; 

7t J^yx_ß2 

weil — = y und — = dy. Schreibt man nun für i seinen 
a a ' 

Werth ay and vernachlässigt unendlich kleineOrössen, soist^^j: 
(2^+1)2 4 

Mithin wird der Werth der Potentialfnnction: 

8 /»* dy-e-^y^ p^ dß 

-(l-,)(l + 2,)/; ^,^-,j-L___|^ _^ cos [ßy.y, 

WO das Integral in Bezug auf y von y = bis y = oo 
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genommen iet, damit es mit den Gretmcn und cc von i' 
ätimme, denn es ist i = ay. 

Uie voratebendo LOaung ist nur in dem angenommenen 
Falle anwendbar, in welchem die indiicirenden Kclrper auf 
einen einzigen Punkt P reducirt sind, aber der folgende 
einfacbe Eunatgriff schafft einen weit höheren Grad von All- 
gemeinheit; 

Man denke sich einen zweiten Punkt P', auf der Linie 
PQ^ in einer beliebigen Entfernung c vom Punkte P, und 
denke sich die Einheit positiven Flui dum a statt in P nunmehr 
in P' coucentrirt; ea sei ferner r' = Pp und ö' =^ ^ pPQ^ 
dann ist u = r' cos 0\ v ^ r' sin Ö', und der von P' her- 
Etammende Werth der Potential function wird sein: 



1 
P> 



1 



~2r'c cos fl' + c" 



etc. 



Der Werth der geaammten Potentialf unction in p, der von 
P' und der Platte stammt, wird offenbar aus dem früheren 
Ausdrucke erhalten, indem man u — c fQr u einsetzt, daher 
kommt: 



-(i-j)(i+ 



'Hf 



f^dy-i 



;^eoa{ßyi>). 



j[2 + r?p-i)/'e-^Wj, 

Entwickelt man (üeae Function in eine Reihe nach steigenden 
Potenzen von ß, so wird das mit c' mnltiplicirte Glied gleich 



-sW+^s). 



:XS 



y"^' 



2-3-. 






dß 



'^{ßy^}. 



[64] welches, da c ganz willkürlich ist, derjenige Theil sein 

mnsB, der dem Gliede Q''^— ,.-j- in der von den inducirenden 

Körpern stammenden Potentialfunetion znznachreiben ist. Wenn 
nun dieae Function die Form 

Q'"'7 + o"'~h + ö'"^ + a™^ + «=■ 

hätte, wo die aufeinander folgenden Potenzen von c: c",c',c^etc, 
durch willkllrliche Constanten 7cq, A; , ä^ de. ersetzt sind, so 
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würde der entsprechende Wertli der totalen Potential function 
durch einen ähnlichen Wechsel erhalten, wie in dem von P'. 
Setzen wir zur AbkflrzTing 

SO wird der Werth dieaer Function im Punkte p werden gleich; 

Wird nun der ursprünglich vom Punkte P allein herstammende 
Werth /■' genannt, so kann oifenbar der voratehende Ausdruck 
geschrieben werden 



•f\ 



du I 



wo die Symbole der Operation von denen der Quantität ge- 
trennt sind, entsprechend der Methode von Arhogasl '") ; also 
ist die ganze Schwierigkeit auf die Bestimmung von F za- 
rückgefflbrt. 

Erinnern wir uns deshalb der QraprtlngUchen Annahme, 
dergemäas der magnetische Zustand der Platte durch ein Theil- 
cben in P concentrirten positiven Fluiduma inducirt war, so 
ist der Werth der Pot entialf unction in p gleich 



F= lil-3)\\ + ig]f- 



d)e- 



wie TorLin bewiesen wai'd. 

Ea sei *") J^ = m, so iiabeü 



=e-"'i.yr 



dp 



■cmtll/vj, 



'-|('-<t^/:t^£=^-i^^"| 



)/:n^/>-"^ 



'' + ete.)co8(/Syi.) 



= ;7('- 






(i-fflU »■' + (*>■ 



»'(» + 2<| 



(« + 2()'+/C»>T^(u + 4()>+/'i 
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Schreibt man nun e~»l'i'''^ statt cos (/Syp), so erhält man: 

vorausgesetzt, dass imaginäre Grössen fortgelassen werden. 
Um dieses Doppelintegral umzuformen, sei 

z = — ^- ß-y*, 

alsdann wird: 

^ _ 8(l-y)(l+2iy) /2+jr\T-2 r_JL^ il±lf^ 

^TtgH \ Zg ) JoVi—ß^y ^g ) 






«2 



wo das Integral in Bezug auf z von z = his z = ^ 
zu nehmen ist. 2 + ^ 

Der Werth von (1 — g] für Eisen und ähnliche Körper ist 
sehr klein; vernachlässigt man daher Grössen, die von der 
Ordnung (1 — g) im Vergleich zu den übrigbleibenden sind, 
so wird 4^) 

wo u und V irgend welche Werthe haben können, wenn dieselben 

nur nicht zu gross sind, nämlich von der Ordnung • 

Wenn F^ den Werth darstellt, in den F durch Einsetzen 
von u-^lt statt u übergeht, so hat man: 

^ 3 7Ct JoYl ß2 J \ Z^ ' 

»mithin : 
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F—Fs ■■ 



-ff) r_^ß . . /"V-. .7-' + T»'=^ 



welches, wenn man die Integrationen auaflllirt und die 
öftren Werthe fortläaät, übergeht in: 

4(1 -i') 



P~Fx = - 



zJl 



31/«2. 



Es aei nun pO das Loth vom Funkte p auf die Fläche der 
Platte, und auf dieser Linie, die unendlich lang in der Kichtung 
Op aei, nehme man die Punkte jUi, p.^, 2h ßte. in den Ent- 
fernungen 2/, it, 6i etc. von/i; seien ferner Fi, i-'j, i'j etc. 
die Werthe von F fflr die Pnnite ^i, p^, p^ etc., berechnet 
nach der Formet («) dieses Artikels, und r\, r'i, r'^ etc. die 
' r', ao haben wir: 



Fi—Fi- 



_ 4(l-g) 



-f=4(i-?}(7 + 7; + p^ + ötc. 



inf. 



wobei wir bemerken, dasa F^ = ü ist. 

Von diesem Wertlie von F leuchtet sofort ein, daas die 
gesammte Wirkung auf den Punkt p, in einer gegebenen 
Richtung p/t, gleich ist der Snmme derjenigeu Wirkungen, 
die ohne Zwischenschaltung der Platte auf jeden der Punkte 
p, pi, pi etc. in inf. in den Richtungen pn, pi'tj, p^fh ßtc- 
ausgeübt werden würde, multiplicirt mit dem constanten Factor 
1^(1 — ff): die Linien pn, pj/ii, Pz^h ö'c. sind hierbei alle 
einander parallel. Da ferner solches immer stattfindet, wo 
auch der indncirende Punkt liegen mag, >io gilt noch 
dasselbe, wenn wir statt P einen beliebig gestalteten und 
beliebig magnetisirten Körper substitniren. Die einzige Be- 
dingung muss beachtet werden, dasa die Entfernung zwischen 
p nnd irgend einem Theile des inducirenden Körpers keine 

sehr beträchtliche GrÜsae von der Ordnung — aei. 



Ist d^egen die Entfernung zwischen p und dem indu- 

cirenden Körper grosä genug, um ■- — -~ — zu einem sehr be- 

träcbtlichen Wertho za erheben, so kana man leicht zeigen, 
indem man F in eine Reihe nach fallenden Potenaeu von r' 
entwickelt, dass die auf p ausgeübten Wirkungen sehr nahe 
dieselben sind, wie wenn keine Platte dazwischen geschaltet 
wäre. 

[66] Wir haben vorhin bemerkt (Art. 15), dass, wenn die 
Dimensionen eines Köi'pers sümmthch Grössen ein und der- 
selben Ordnung sind, die Resultate der wahren Theorie sieh 
wenig von denen unterscheiden, die wir erhalten wttrden bei 
der Annahme, das magnetische Fluidnm verhalte sich ähnlich 
dem elektrischen, so dasa es sich frei von einem Theile des 
Leiters zu einem anderen bewegen kOnne; wenn aber, wie in 
vorstehendem Beispiele, eine der Dimensionen sehr klein ist, 
im Vergleiche mit den anderen, so findet oin ganz anderes 
Verhalten statt; denn, wenn wir in vorstehenden Formeln ff 
genan =: 1 setzen, so beziehen sie sich auf die letztere An- 
nahme (Art. 15), und da alsdann F^ wird, so neutralisirt 
die eiugeschaltete Platte vollständig die Wirkung irgend 
welcher magnetischer Körper in beliebiger Lage, vorausgesetzt 
nur, dass sie sich auf der dem angezogenen Punkte entgegen- 
gesetzten Seite befinden. Dieses unterscheidet sich weeenüich 
von dem, was oben der correeten Theorie gemäss entwickelt 
worden ist. Ein ähnlicher unterschied zwischen den Resul- 
taten der beiden Theorieen findet statt, wenn wir die Ein- 
wirkung des Erdmagnetismus auf oin magnetisches Theilcben 
betrachten, welches im Inneren einer Kugeischale sich befindet, 
wenn nur deren Dicke gering ist im Vergleich zu ihrem 
Radius; wie solches erhellt, wenn man in der beztlgtiohen 
Foimel, die im ei'Sten Theile dieses Artikels entwickelt ist,j 
g ^ i setzt. 

(17.) Da Coulomb's Versuche mit cylindriaehen , bis zur 
Sättigung magnetlsirten Drähten zahlreich und sehr genan 
sind, so glaubten wir unsere kleine Abhandlung nicht besser' 
abscliliessen zu können, als durch dii'ecte Herleitung solcher 
Folgerungen aus der Theorie, die einen unmittelbaren Ver- 
gleich mit jenen gestatten, und um dieses auszuftihren, ^ 
wollen wir zunächst annehmen, ein cylindrischer Draht, mit 
' ^em Radius a und der Länge 2?., sei der Wirkung einer 



Anwendung auf die Theorie dea Magnetisn 



107 



Goi^tanten Kraft f ausgesetzt, die parallel der Axe des Drahtes 
wirke, und dann wollen wir versncUen, den im Drahte iodu- 
cirteu magnetischen Zustand zu bestimmen. Zu diesem Zwecke 
mag r eine Senkrechte von einem Punkte p innerhalb des 
Drahtes auf seine Ase bedeuten und x die Entfernung des 
Fosses dieser Senkrechten von der Mitte der Axe; wenn man 
dann f die Richtung der positiven 2:-Axe hat, so erhält man 
für den Weitli der Po ten tial function , der von den äusseren 
Kräften herstammt, 

und die Gleichungen (i) und (c) Art. 15 ergeben, wenn man 
die überflüssige Constante foitlässt: 



[r) \dw) 



0=(i-ff)g, + -f ü,- 



3g/ 



m, 



{c): 



I (r), die Distanz ^', rfff, in Klammem geschlossen wurde, 
fnm Zweideutigkeit zu vermeiden, und p' der Punkt ist, auf 
r "welchen ip' sich bezieht. In Folge desselben Artikels ist 
= d(p und = dtp, und da tp und ip offenbar nur von 
I X und 7- abhängen, werden diese Gleichungen, vollständig 
I ausgeschrieben, lauten: 



r + 7 



\ dr j 



dx^ '^ dr\ dr )' 
TDa r stets sehr klein im Vergleich zur Länge dea Drahtes, 
I <p in eine Reihe nach steigenden Potenzen von 



cp = X+ X, r + X^r'^ + etc. ; 
,{87] wo X, X,, Xj bloss Functionen von x sind. Substitnirt 
man diesen Werth in die obige Gleichung und vergleicht die 
Coefflcientcn gleicher Potenzen, so kommt: 
d^X r^ d*X 
dx'!- ' 2'^ "'" dx'^ ' 
In ganz derselben Weise findet man für ip: 



r 



L 



Jetzt erübrigt noch die Wei-the von X und Y als Functionen 
von X zu finden. Wenn p' auf der Axe des Drahtes liegt, 
so wird Gleichung [c] : 

das Integral über die geaammte Oberfläche des Drahtes er- 
streckt: 1" soll zum Punkte p' gohüreD, dessen Coordinatou 
mit Accenten versehen sind. 

Der Theil von 1'', der zum kreisförmigen ßnde des Draht- 
cylindera gehört, wo x ^ — k ist, wird sein : 



dX" 






da hier da = ircrdr und -yt. =^-.-- bei Vernachlässi- 



. d<i> dX" 

dw 

gung der Gröaeen von der Ordnung o^ wegen ihrer Kleinheit; 
X" ist der Werth von X i^r x = ~ l. 

Am anderen Ende ist x^=~>rl, da = iicrdr, und 
d<p dX' 

dw 



~ , folglich der diesem entsprechende Theil: 
dX'" , 



'p''2^rdr_ dX"' yjr- 



dx 

wo X" dar Werth von X för a; = + A . 

Auf der gekrtimmten Cylinderfläche ist da = 2icadx nad 

~ = — -J- = ia^—r , vorausKeaetat , dasa Grössen von 
dw dr " dx^ 

der Ordnung a^ im Vergleich zn den übrigbleibenden vemach- 
läasigt werden. Der übrigbleibende Theil ist mitbin gleich 

"^^ J (r) dx2 ' 

daa Integral von x ^ — A bis ar^-j-i genommen. Der 
totale Werth von V ist also: 
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-^«2/ 



dx 

dxd'^X 
[r) dx'^ 



das Integral hat dieselben Grenzen wie vorhin. Wenn wir 
nun für (r) seinen Werth ^[x — x'Y + ö^^ setzen, so kommt: 

[68] —7ta^JY-r-^-^ = —7ta^j-j===============-j-^', 

»• ■• of (r) fl?a:2 of )/ (^ _ ^')2 + ej2 c?ä;2 

beide Werthe von 2;= — A bis a; = +X genommen. 

Wegen der Kleinheit von a sind die Elemente des letzten 
Integrales, fär die x nahe gleich x' ist, sehr gross im Vergleich 
mit den übrigen, und deshalb ist der angenäherte Werth des 
letzten Ausdruckes gleich: 

_ö?2X' 

wo A = l'-p= = 2 log— (sehr nahej^^jj 

*^Y(x — x')^-\-a^ ^ 

die beiden Integralgrenzen sind — ^ und + A^ , wo jtt so 
gewählt wird, dass, wenn p' irgendwo auf der Axe des Drahtes 
liegt, ausgenommen in unmittelbarer Nähe eines Axenendes, 
die Annäherung sehr, wenig vom wahren Werthe abweicht, 
der übrigens in jedem Falle unschwer ermittelt werden kann. 
Da wir jetzt durch Substitution einen vom Integralzeichen 
befreiten Werth von Y' haben, so erhalten wir den von Y, 
indem wir x für x' und X für X' setzen; dadurch wird: 



t1 1 George Green. 

Setzen wir in Gloichnng {e) : r = 
; 
ei 






J_9f. 



I mau den vorstehenden Auadvnek fflr Y 



) wird: ^ 



Ml-?)X~i(i7aM)- 
rfX'" 



M. 



dx 



xfJ^a^ — l-. 



-X bia a: ^ -j-i, 



eine für jeden Werth von a:, von a: 

gültige Gleichung. 

In denjenigen Fällen, in welchen wir unsere Theorie 
prüfen wollen, ist (1—^) eine kleine GröBse von derselben 
Ordnung wie a^A, daher eind die drei Grössen der ersten 
Zeile nnaorcr Gleichung von der Ordnung a^AX; setzen wir 

dx 



jatüt x = -^-X, 30 ist \g 
dX" 



t von der Ordnung a'^-A-X'", 



mithin - 

für ein. 
dX" 



X'" eine kleine Grösse von der Ordnung aA ; 

andoron Werth von z aber wird der Factor von 

von der Ordnung a^, und deshalb kann ohne merklichen 

Fehler das bezügliche Glied fortgelassen und gesetzt werden: 

dx 

dX" 
Setzt man obenao a: = — k, so kann das Glied, welches -^^ 
' ' dx 

enthält, vernachlässigt, also 
djC 

gesetzt werden. [69] Mithin reducirt sich unsere Gleichung auf: 



- X" = 



= 



1 allg. 



(1- 



Integral 



ijt 



■^:. 
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gesetzt ist nnd B und C zwei beliebige 



= - 



Conatanten sind. Bestimmt man dieselben dnroh die Bedin- 
gungen: 

dX" 

_ ax" 

Mmmt schUesslicli: 



-X"; 



fi< 






die Dichtigkeit des Fluidmna an der Oberflficbe doa 
Drahtes, welciie dieselbe Wirkung hervorruft, wie der magni 
tische Draht selbst, ist sehr nahe gleich 



-j^ «■- , -- (sehr nahe), 



deshalb ist die gesammte Menge in einem unendlich dünnen 
Absohrntt, dessen Dicke dx ist, gleich 



i^^^^l 



az^ i{\. ^ g) ef- -\- e 



■dx. 



Da die constante Grösse f die Coereitivkraft von Stahl 
oder einer anderes ühnlichen Substanz darstellt und wir an- 
nehmen, dass diese Kraft in allen Theilon der Masse ein und 
denBelben Werth habe, so wird offenbar das Streben eines 
bis zur Sättigung magnetisirten Drahtes, in den natürlichen 
Zustand zurückzukehren, an allen Stellen genau gleich ^ sein; 
nad deshalb, sowie wegen der länglichen Gestalt, wird der 
Orad des remanenten Magnetismus ebenso gross sein, wie dei' 
In einem leitenden Drahte durch die Kraft f induoirte Werth, 
falls diese parallel der Äxe wirkt. Daraus folgt, dass die 
vorstehenden Formeln auf magnetisii'te Stahlnadeln angewandt 
werden können. Es hat aber Herr Biet (Traits de Phys. 
Tome 3, Chap. 6) ans Coulomb's Versuchen erwiesen, dasa die 



ch dtiiiEen 1 



scheinbare Menge freien Fluidums in cinon 
Abschnitt dargeatollt werde durcli 

Dieaer Äuadrnek stimmt genau mit dem vorhin tlieoretiBcli 
entwic Igelten tlberein, und giebt zur Bestimmung der Constanten 
A' und /(' die BeziehuBgon ; 

[70] Das Kapitel, in welchem diese Versuche besprochen 
werden, bringt auch zahlreiche Resultate in Hinsicht auf die 
Kräfte, mit welchen magnetisirte Drählfl in den Meridian zurttck- 
zukehron streben, wenn sie um einen gewissen Winkel ans 
demselben abgelenkt werden, und es ist leicht nachzuweisen, 
dass für einen dünnen Draht mit variablem Querschnitt s 
diese Kraft proportional ist dem 

wenn der Draht irgendwie bis zur Sättigung oder anderswie 
magnotiairt ist, wobei das Integral sich fiber die gesammte 
Länge des Drahtes erstreckt. Aber in einem eylindri schon, 
gesättigt maguetisirten Drahte ist, wenn Grössen von der 
Ordnung «'■' fortgelassen werden, 

(hp dX ^{/f f, eß' + e-?' \ . 

T^ = j- = . „ r<l „i - T — T; , } und s^na^, 

dx dx Aii:{\—g)\ eß'- -\- e-f*- ) ' 

daher ist für diesen Draht die fragliche Kraft proportional 

Der Werth von (/, der vou der Beschaffenheit der Nadel-. 
Substanz abhüngt, mag gegeben sein, wie solches erforderlich' 
ist; dann haben wir nur noch jj zu bestimmen, wenn wir 
dieses Resultat mit der Beobachtung vergleichen wollen. Aber 

ß hängt von A ^= '2 log— ab, und weil a sehr klein ist, ao 

ändert sich A nur sehr wenig bei beträchtlichen Aendernngen 
von ^ , SU dass wir in jedem Falle mit hinreichender Genauig- 
keit beurtheilen können, weicher Werth von fi angewandt 
werden muss: dessen uugeachtet wird es besser sein, — um 



i 



X m m w mA im^ isf fi«* T^W^t»* i-M VuT t^rr^p? t:» 



- - ^ 



aUeUn; 

die durch Aavi 









em 



rerie f^ -iie i:r*4zizi:c r>Tai:lJLZ£-:. Al; 



fiese Art finde ict. daäe. w^sjl ä j*:- rro"?« :?:. Ia» ir.V^z. 
Ton der Ordnang -jr- Tenuichlisäir: vtTi-nL dlrrzz. 



ITA 



A = 0.231'iS3 — 2 :.;^ j :; — : j :; : 



■ j; » ♦ i 



¥0 0.231S63 = 2log2 — 2 A : A :sz ILz GrTric. 

ii Laeroix Tnite du Calc. DidT. Tose 3. p. v:! ^ ffiizz: 

irt.*«) Setzt man dieaen WertK von A r.n Ln di- Glr-:*i::ri: 

>>_ ->, t-y 

£e YOrliin gelben wir. s<3 erh^t man: 

(fl^ j|'^^~^ = 0.23 1S*>:5 — 2 lo^ •: -i — lzz. 

ffiezmns ericennen wir. dass. wean die Besohafeniiei: der 
Dndttanbstanz aieh nicht ändert, die Gros^ .; :^ confian: 
Udbt, so dasa mithin i sich nmsrekehrt 71' wie ü TTrliil:. 
Dis stininit nit Herrn Biofs im vorigen Kapitel an^efthrteo 
operimentdlem Funde überein. wie aus der Ueberle^ii^ er- 
hält, dasa 

3 = — log u\ 

Ana einem mit änäserster Sorgfalt von C-n^-yr::' mi: eineni 
aagnetiachen Drahte von -^ Zoll Radiu? anges;er.:ea Ver- 
ndie hat ^lio^ den Werth von u ^'leich ü.T«l7:*4> ::etunden 
(Tnut^ de Phys. Tome 3. p. 7S . Mithin haben wir in diesem 
hUe: 

aß = — — - log u == 0.054S235 . 
12 

wdeher Werth, zufolge der vorhin gemachten Bemerknng. tili- 
de Stahldrihte branehbar sein muss. Siibstitulren wir diesen 
Werth io die Gleichung a des gegt- nwärtigen Artikels . so 
bmmt 
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r 



ff = Ü.986Ü3G. 
Mit dieseiD Werthe von ff können wir die Kräfte berechneD, 

mit welchen verschieden lange Stahldrfthte, deren Kadiiia 
-j^ Zoll beträgt, nach dem Meridiane zurückzukehren streben, 
um die Reaultate mit den tabellarisch gfeordneten Beobach- 
tungen Coulomb's, wie sie HeiT Btot giebt, zu vergleichen 
(Traite de Phya, Tome 3, p. 84), Vorhin haben wir bewiesen, 
dasa fflr ii'gend einen Draht diese Kraft dargestellt werden 
kann durch: 



Htii- 



-i"\ 



. ilßi- 



-e-af'i 



«-'(")' 



: zur Abkürzung gesetzt haben: 



" 2fJ(l-ff) 
Femer ist gezeigt worden, daas für irgend welchen Stahlilraht 
gesetzt werden kann 

«1» = 0.0548235, 
wo die Längeneinheit gleich dem französiachen Zoll gesetzt 
ist; nnd da gegenwärtig a := ■^\, so kommt ß = 0.6578S2. 
Ea erübrigt also bloss nuch k aus einer Beobachtung zu be- 
stimmen, z. B. ans der ersten, aus welcher k ^ 58".5 sehr 
nahe sich ergiebt; die Kräfte sind hierbei durch die ihnen 
äquivalenten Torsionen gemessen. Mit diesem Werthe von & 
haben wir die letzte Columne der nachfolgenden Tabelle be- 
rechnet : 



Länge 21 . 


Toraion 


Torsian 


Zoll 


beob. 


ber. 


13 


288° 


287<'.9 


12 


172 


172 .1 


9 


115 


115 .3 


6 


59 


59 .3 


4.5 


34 


33.9 


3 


13 


13 .5 



Die letzten drei Beobachtungen haben wir absichtlich fortge- 
lassen, weil die angenähert« Gleichung [a) nicht für sehr kurze 

Drähte gültig ist. 
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[72] Daas die llDterschiede zwiscLen den beobachteten und 
berechDeten Reaiiltateii überaus klein sind, ist sehr bümerkena- 
wei'th, wenn wir überlegen, dasa der Werth. von ß aus einer 
ganz anderen Art von Vei-sucben , als in vorliegender Reihe, 
abgeleitet worden ist, und dass von letzteren nur ein einziger 
Werth zur Ermittelung der constanten Grösse fc, die von der 
Coeroitivkraft f abhängt, herangezogen worden ist. 

Die Tabelle anf Seite 87 dea soeben cltirten Bandes 
bringt eine andere Reihe von beobachteten Torsionen fflr 
veTBchiedene Längen eines viel dUnii<eren Drahtes^ dessen 

Radias b ^ — 1/ — — ■ war : wir finden aus demselben den 

entsprechenden Werth von ß= 3.13880, und die erste Beob- 
achtung in der Tabelle giebt k = ü''.6448. Mit diesen Wertben 
ist, ebenso wie vorhin, die letzte Columne der nachstehenden 
Tabelle erhalten worden: 



Länge 2i 


Torsion 


Torsion 


Zoll 


beoli. 


ber. 


12 


11".50 


' 11.50 


9 


8 .50 


8.46 


6 


5 .30 


5.43 


3 


2.30 


2.39 


2 


1 .30 


1.38 


l 


.35 


0.42 


0.5 


.07 


0.084 


0.25 


.02 


0.012 



Auch hier sind die Diderenzen zwischen beobachteten und 
berechneten Werthen durchweg klein, und da der Draht ein 
sehr dünner w.ir, so durfte unsere Formel auf weit kürzere 
Stttcke, als in dem vorigen Falle, angewandt worden. Im All- 
gemeinen darf, wenn die Länge dos Drahtes 10 bis 15 mal 
den Durchmesser desselben übertrifft, ohne Bedenken unsere 
Formel Anwendung dnden. 




Anmerkungen. 



George Green winde — naob Angabe von Sk W. Thom- 
»an ~~ am 14. Juli 1793 in Nottingham geboren. Sein Vater 
war ilosBlbat zuerst Bäckermeister, nnd bald darauf Müller in 
dem benachbarten Dorfe Sneinton; der Sohn half ihm geti'QU- 
liuh bei der Arbeit. Die vorliegende berühmte Abhandlnng 
erschien 1828 zu einer Zeit, da der Autor am dringlichsten 
durch Verwaltung des väterlichen Geschäftes in Anspruch 
genommen war. Hierauf beziehen sich die überaus beschei- 
denen Worte in der Einleitung 8. 9. Anfang des Jahres 1829 
starb der Vater, nnd das Geschäft ging gänzlich in die Bände 
des Sohnes über, der sich iodess nach einigen Jahren desselben 
entledigte, um seiner Neigung zur Wissenschaft Folge zu geben. 
Doch fanden seine Arbeiten damals wenig Sympathie, auch 
verstand er nicht recht seine Untersuchungen bekannt zu 
machen ; schon stand er im Bogriffe seine mathematischen Be- 
Bohfiftigungen aufzugeben, als Freunde ihm riethen, die Uni- 
versität Cambridge zu besuchen und seine Forschungen in den 
Philosophical Transactions gelehrter Gesellschaften zu verCffent- 
lichen. Sein zweites Werk wurde 1832 durch Sir Edward 
Bromhead der Cambridge Philosophical Society vorgelegt; 
dasselbe geschah mit sämmtlichen späteren Arbeil«n. 

Im Jahre 1S33 trat Gieen in das Gouville- nnd Caius- 
College ein und erwarb sieh Im Januar 1S37 dou Orad eines 
Baccalaurens mit hohen Ehren, da sein Name der vierte unter 
den DWranglersii war. Im Jahre 1839 ward er zum Fellow 
desselben College erwählt, kehrte seiner schwachen Gesundheit 
wegen 1840 nach Sneinton zurück, wo er am 31. Mai 1841 
verschied. 

Zehn Abhandlungen hat er Im Ganzen veröffentlicht, die 
in einem Bande zusammengestellt erschienen unter dem Titel: 
K Mathematical papers of the late George Green, edited by 
N.M.Ferrers, fellow and tutor of Qonville and 0. tins College, 
Loudon, Macmillan&Co, 187]. n Die drei ersten Abhandlungen 



Aamerkungen, 

behandeln die PotentiaHheorie oebst Anwendungen derselben 
auf Elektricität und den Magnetiamua [1826 — IS33). Von 
diesen bildet insbesondere die erste, hier in deutacber Ueber- 
setzting veröffentlicbte neben den Arbeiten von Laplace, 
Poisson und Gauss eine der grundlegenden Arbeiten der 
genannten Theorie; in ihr wird auch zuerst das Wort Poten- 
tialfanction elngefflhrt. Abhandlung vier und »ieben (1837, 
1839) bebandeln die Lehre von den Wellen in begrenzten 
Kanälen, fünf, sechs, acht und neun die Spiegelung und 
Brechung des Schalles und des Lichtes in homogenen, nicht- 
kryatallini sehen und kryatalliniaehen Medien (1837 — 1839), 
zehn (1833) die Bewegung von Pendeln in Flüssigkeiten, In 
der kurzen Zeit wissenscliaftlichen Schalfens hat sich Green 
far alle Zeiten ein Denkmal gesetzt, so dass er stets zu den 
Klassikern allerersten Ranges gerechnet werden wird. — 
Der ganze Titel der vorliegenden Arbeit ist folgender; 
AN ESSAY 

APPLICATION 



t, rATERNOSTER 
AKD W. JOY, LONDON; J. DBIGHTON. " 
i. BENNETT, tl, BARRETT. AND W. ""' 



LONQHANSACo.! 
OTT^HOHAH. 



Sie beginnt mit folgender Widmung: 

»Seiner Gnaden dem Herzog von Newcastle, K. G. 

Lord Lieutenant der Grafschaft Nottingham, 

' Vicepräsident der Royal Society of litterature, 

etc. etc. etc. 



1 Von Ew. Gnaden gütiger Erlaubnis» Gebrauch machend, 
röffeutliche ich den folgenden Aufsatz unter Ihren hohen 1 
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Auspicien. Ich scbjktze mich auBserordontlich glücklich, dasa 
mein erster Versuch, einige der interessantesten Natnrerschei- 
nungen zu erklären, unter dorn Patronat eines Edelmannes 
erscheint, welcher sich für die Förderung von Wissenschaft 
und Litteratiir stets aufs lebhafteste interessirt hat, besonders 
in der Grafscliaft, die er so vorzüglich regiert. 
Ich habe die Ehre, 

Herr Herzog, 
zu zeichnen als Ew. Gnaden gehorsamster 
und dankbarer Diener 
Geok«e Green, 
Sneinton bei Nottingham, 20, März 182S.« 

Auf diese Widmung folgt die Vorrede (S. V— VIII, S. 3—9 
der üebersetzung) und am Schlass derselben ein VerzeichnUs 
von ^2 Snbsoribenten, an deren Spitze der Herzog von New- 
castle steht. Der eigentliche Text (von 8, 10 der tJeber- 
setzung an) umfasst 72 Seiten in Quart. 

Trotz ihrer Wichtigkeit ist die Gjecw'sche Abhandlung in 
England nur wenig, auf dem Continent zunächst gar nicht 
bekannt geworden. So kam es, dass viele der in derselben 
niedergelegten Resultate von anderen Forschem, wie Okasles, 
Sturm, 8ir W. Thomson, namentlich aber Gauss [cf, Heft 2 
der Klassiker), ohne Kenntniss der Leistungen von Green 
von Neuem entdeckt warden. Das veranlasste Sir JV. Thomson, 
der auch erst später auf Green aufmerksam geworden war, 
zur Wahrung der Priorität seines Landsmannes die Arbeit 
mit einer knrzen Notiz über den Verfasser nochmals im Orelle- 
schen Journal abdrucken zu lassen [Crelle J. f. Math. Bd. 39 
(1850), 44 (1852), 47 (1854)]. Ein weiterer Abdruck ist in 
den schon oben erwähnten, vonFejTcrs herausgegebenen «Mathe- 
matical papersu enthalten. Endlich ist 1889 ein Facslmile- 
dmck der Arbeit in 100 Exemplaren bei Mayer und Müller 
in Berlin erschienen. Eine deutsche Ueborsetzung ist bisher 
noch nicht veröfTcntlicht. — Die der ücbersetznng beigesetzten 
Seitenzahlen sind die der Originalausgabe. 
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120 Specielle Anmerkungen zum Text 

Potentialfnnctioii nach der betreffenden Richtung dargestellt 
wird; vogegen bei der Gravitation, bei der es aich nur um 
Anziehungen handelt, die Kraft componente gleich der posi- 
tiven Ableitung der Potentlalfunction nach der betreffenden 
Uichtung ist. 

4) Zu S. 15. Man nennt ocaBcadenfÜrmiga jene Schaltung, 
bei welcher die innere Belegung einer Leydener Flasche mit 
dem Conductor der Elelctrisirmaschine , die äussere Belegung 
dagegen mit der inneren einer zweiten Flasche verbnnden 
wird, n. B. f.: eine jede änasere Belegung mit der inneren 
einer folgenden FlaBche, bis endlich die äussere Belegung der 
letzten Flasche zur Erde abgeleitet vird. 

5) Zu S. IS. Der Titel der beiden Abhandlangen lautet: 
»Sur la thöorio du magnötisme.« 

6) Zu S. 21. Die Gleichung d T = , die nach ihrem 
Entdecker Laplace sehe Gleichung genannt wird, ist von 
diesem in den Mgm, de Paris 1TS2 sowie in der M^canique 
c(!lesfe aufgestellt, ohne dass dabei erwähnt ist, dass dieselbe 
nur für Punkte ausserhalb der anziehenden Masse gilt. Auf 
die Noth wendigkeit dieser Einschränkung hat zuerst Foiason 
im liulJotin d. 1. 8oc. PhUomatique 1S12, t. 3, p. 388 auf- 
merksam gemacht. Nach dem letzteren Autor heisst die für 
Funkte im Innern der anziehenden Masse geltende Gleichung 
5V = — ^47tp PoMi'öw'ache. Gleichung. 

7) Zu S. 22. Der GreöM'sche Beweis der Poisson'Bchan 
Gleichung, der mit dem ersten der drei von Poisson seibat 
gegebenen Beweise identisch ist, setzt stillschweigend voraus, 
daes die Dichtigkeit der kleinen Kugel constant ist, und kann 
daher fjlr Massen von variabler Dichtigkeit nicht als sti-eng 
angesehen werden. Der Nachweis der allgemeinen Gültigkeit 
jener Gleichung bildete längere Zeit eine der Ilanptanfgaben 
der Fotentialtheüi-ie. Den ersten befriedigenden Beweis ver- 
danken wir Gauss (Allgemeine Lehrsätze etc. Art. S — II, 
vgl. Heft 2 der Klassiker], 

Auch der folgende Beweis, dass — {~f~] ^^^ '■* ^"^i' Rich- 
tung y wirkende Kräfte omponente auch für innere Punkte 
darstellt, ist aus dem so eben angeführten Grunde nicht als 
streng zu betrachten. Einen strengeren Beweis findet man 
bei C/ttusiue, »die Po ten tialfa notion und das Potential« (2. Auf- 
lage, Leipzig 1867). 



Speoielle Anmerkutigon zum Text. 






8) Zu S. 23. Dieser Aiiflspruch Green's berabt wohl auf 
emem Irrthum. Dass im Gleichgewichtszustände freie Elek- 
trioität sich nur an der Oberfläche der Leiter befindet, iat 
schon von Poisson in der Arbeit vom Jahre 1812 (vgl. An- 
merkung 2) al8 eine Consequenz des Satzes von der Abstosaung 
gleich Damiger Elekti-icit^ten hingestellt (S. 3 jener Arbeit). 
Der sti'enge, hier gegebene Beweis fehlt allerdings bei Poisson. 

9] Zu S. 24. Die hier aufgestellte Gleichung, resp, die 
Gleichnng 

Cdxdydz mV+Jdall\^\ 

nennt man den Gree/i'achen Satz, 

10) Zu S. 3T. Der Beweis S. 24—27 bedarf noch in ao 
fern einer Ergänzung, ala gezeigt werden mnss, dass die nach- 
zuweisende Gleichung aach bestehen bleibt, wenn das über 
dem Elemente dt/dz errichtete Prisma, dessen Kanten der 
a:-Axe parallel sind, die Oberfläche in mehr als zwei Punkten 
schneidet. 

Das beim Beweise benntzte Verfahren, das Element dt/dz 
ala Projection der beiden Oberflächenelemente da', da" zu 
betrachten, verdanken wir Gauss (vgl. Heft l!t der Klassiker 
8, 53). Die verschiedenen Vorzeichen in den beiden Ana- 
drticken für dj/dz röhren, wie der Deutlichkeit halber her- 
vorgehoben werden mag, daher, daas dm jedesmal die Richtung 
der inneren Normale vorstellt, und dass diese mit der Rich- 
tung der positiven x-A^n einmal einen spitzen, das andere 
Mal einen stumpfen Winke! bildet. 

11) Zu S. 27. Die Fassung des Green scheu Bewelsea 
eracheint in so fem nicht ganz streng, ala ö— imPnnktep' 
seinen Sinn verliert und man daher nicht sagen kann, dass 
d— äberall innerhalb der Kugel mit dem Radius a ver- 
schwindet. Strenger würde etwa folgende FaasuDg des Be- 
weisoa aein: man nenne den gegebenen Kaum T, ferner den 
Ranm, dor fibrig bleibt, wenn man von T die Kugel a weg- , 
nimmt, T'. Dann kann man die Gleiciiung (2) ohne weiterea ' 
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auf den liaum 7" anwenden. Das so erhaltene Resultat bleibt 
richtig, wenn man den Radins a der nm j)' beschriebenen 
Kugel immer mehr Terkleinert nnd schlleaalich beliebig klein 
worden lässt. Durch diesen Grenzübergang crhAlt man nn- 
mittelbar die Gleichung (3). 

Zum besseren Verständniaä des von Green Gesagten mUgen 
ferner noch folgende Erläuterungen Platz greifen. Dasa ü 

in der Nähe des Punktes p' nahezu =: — ist, heisst, IT üt 
t r ' ' 

von der Form — [- U,, und U, ist innerhalb T liberall end- 
r ' 

lieh. Sehreibt man U:^ - {i -\- rU,), ao erkennt man, daas 

in der Nabe von p' rU, sehr klein, Psebr nahe ^ — ifit. — 

Die Werthe der aber die Kngelflache a zn erstreckenden 

Integrale ergehen sich folgendermaaasen. Wie im Text gesagt, 

ist an jener Kugelfläche -j— = ^. Femer ist fflr diese 

Fläche da = a^dX, falls dl ein Fläehonelement uiner Kngel 
vom Radina 1 bezeichnet. Daher wird 

Nun bezeichnet V den Werth dieser Function in einem Pnnkto 
dor Kugelfläoho a, V ihren Werth in ju'. Da V sich oon- 
tinnirlich ändert, so unterscheiden sich V und V für 
kleine a um eine Grösse von der Ordnung a, d. h. es ist 
V=V'-\-aV'\ wo V" eine endliche Grösse bezeichnet. 
Das obige Integral nimmt daher, da V sich nicht ändert, 
wenn man von einem Punkte der Kugelfiächo zum andern 
ilbergoht, die Form an: 

~fdlV= —vfdl - afVdl . 

jd). ist aber =47r; nnd das in a multiplicirte Integral ver- 
schwindet bei dem Uehergang zu a= 0. (Eigentlich iat 

-r^ = T, H — ;— • Aber aas durch den Term -r— hinzu- 

uw a- dr dr 

kommende Glied ist von der Ordnung «'^ und wird daher 



b 



T 



L 
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mit abnehmendem a beliebig klein.] In ganz ähnlicher Weise 
folgt, dass das über die Kugelfläche zu erstreckende Integral 



12) Zu S. 30. Eier würde hinKuzufügon sein: >miid weil 
dV 
dort aneh r-j — ^ verschwindet." Das folgt ans der bekannten 

Eigenschaft des Potentials, daas lim{rV) nnd ^(»([r-l-j — ^j 
fflr r = oo endlich bleiben. 

1 3} Zu S. 32. Die hier auftretende Function U nennt 
Riemann (Schwere, Elektricität und Magnetismus, Vorlesungen, 
beransgegeben von Hattefidorf. 1. Anfl. 1876) die GVeeM'sche 
Function, F. Neumann [Vorlesungen Aber die Theorie des 
Potentials, herausgegeben von C Neumann, 1887) die charak- 
teristiache Fnnction des betreffenden Raumes. In der Regel 
versteht man unter der Gfee«'schen Function G eines Raumoa 
diejenige Function, die nebst ihren Ableitungen innerhalb 
jenes Raumes Überall endlich und stetig ist, die ferner dort 
der Gleichung ÖG = genügt, und die endlieh an der Grenze 

des Raumes ;= - wird, wo r den Abstand von einem inner- 
halb des betrachteten Raumes gelegenen Punkte, dorn Pol der 
Fnnoüon, bezeichnet. Die von Green benutzte Function U 
bingt mit G durch die Gleichung 

Ü=- — G 

zusammen. — Die Existenz der Function ü (resp, G) wird 
hier physikalisch begründet. Der analytische Nachweis 
der Existenz dieser Function für beliebige Räume bildet eine 
der wichtigsten Aufgaben der modernen Potent! altheorie. 
(Vgl. auch Heft 2 der Klassiker, Änmerk, 8. 58 u, 5il.) 

14) Zu S. 36. Dass durch die Substitution des Ausdrucks 
fftr (q) (Seite 35) V := V wird, ergiebt sich folgen derm a as sen. 
Zunftcbst liefert jene Substituliou 

' daV 

r 

Wegen des unendlich kleinen Factors a verschwinden alle 
Theile des Integrals, für die f nicht ebenfalls unendlich klein 



2«J J 
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isf. Don unendlieh kleinen Theil der Flttche, der somit nur 
in Betracht kommt, kann man durch ein unendlich kleines 
Stück der Tangentialebene ersetzen. Innerhalb jenes Flächen- 
stÜckeB Ändert sich ferner V nm- unendlich wenig; vernach- 
lässigt man daher unendlich Kleines zweiter Ordnung, so kann 
man V innerhalb des in Rede stehenden Fläch enstUckes als 
constant ansehen, und zwar ist für V der Werth zu nehmen, 
den diese Function im Fnsspunbte von « hat, Han hat se 

«Tri. 

WO das Integral über einen unendlich kleinen Theil der Tan- 
gentialebene des Fusspunktcs von a zu erstrecken ist. Statt 
dessen kann man das Integral über die ganze Tangential- 
ebene ausdehnen, da die hiuzugenommenen Theile, für die / 
endlich ist, doch verschwinden. Ftlhrt man in der Tangential- 
ebene Polarco ordinalen ein, deren Pol der Fusspunkt von o 
ist, so wird da = rdrdtp, f ^ y«^ -(-»■'; und nach ip ist 
zu integriren von bis 2 :(, , nach r von bis oo. Die Ana- 

fUhrung der Integration ergiebt / — s= — , und es wird 

V= V. 

15) 7m S. 3!>. In der von Ferrer's besorgten Oesammt- 
auagaho der GrceH'schen Abhandlungen befindet sieh ein* 
Anmerkung, die folge ndermaassen lautet: 

»Der wichtige in Artikel 6 aufgestellte Satz über die Ver- 
fauschbarkeit kann durch folgenden, von Prof. Maxwell her- 
rührenden Beweis in ein helleres Licht gestellt werden: Es 
seien A und B zwei Punkte einer geschlossenen leitenden 
Fläche, und es befinde sich die Einheit positiver Elektrioitftt 
in einem Punkte Q innerhalb der Fläche, alsdann wird eine 
Einheit negativer Elektricität so auf der letzteren vertheilt 
sein, dass nach ansäen gar keine elektrische Kraft auftritt und 
allenthalben ausserhalb der Fläche das Potential gleich NnU 
ist. Das Potential in einem inneren Funkte P, wie QS 
von der Elektricität an der Oberfläche herrührt, ist eine 
Function der Coordinaten von P und Q und ausserdem noch 
abhängig von der Form der Oberfläche. — Nennen wir dieses 
Potential ö,/", so muss bewiesen werden, dass Gp'*' = G^^' 
sei, oder in Worten: dass das Potential in P, das von 
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derjeoigeD Fl&cbenbe legung heirtUirl, die von dor liinhuit 
positiver Elektricitit in Q inducirt wird, gleich ist dem Poten- 
tial in 0, wenn letzteres von der, von der Einheit positiver 
Elektricität in P an der OberUäche inducirteu Ladung: her- 
vorgerufen wird. Ea sei -V ein Punkt ausserhalb der Ober- 
fläche. Das Potential in demselben ist gleich Null, mithin ist 



■(1). 



^'">'iv + ÖT = 



wo pj die Dichtigkeit nnd dS^ das Oberllftchen element in 
einem Punkte A der Oherfiäcbe bedeutet; die Integration 
erstreckt sich über die ganze Flache. Zufolge der Duliuition 
ist femer 



2''^^ttÄP = '^'' 



.(2). 



Nehmen wir nun die Einheit positiver Elektricitlit in J* an 
nnd nennen qh die Dichtigkeit anf einem Elemente «/•S'ji in B, 
so haben wir auch 



^''^•li'wx+m' 



für alle Punkte ausserhalb der Fläche oder anf derBelben, 
da hier überall das Potential gleicli Null ist. Liegt nun X 
anf der Fläche, etwa in A, so wird aus vorstehender Gleichung: 

Setzen wir dieses in die Oleichung (2) ein, so kommt: 

nnd da dieser AnsUruck zugleich für G,"'' erhalten wird, ho 
ist die gesuchte Eigenschaft bewiesen.^ 

16} Zu S. 44. Zur Erläuterung diene Folgendes. Der 
betrachtete Punkt von A, in dem w, w', w" verschwinden, 
hÜBse P. Die dui'ch die Axen u> und w' gelegte Ebene, 
velche die Tangentialebene in der Äse -uo' schueidet, Bcbneido 
die Fläche in der Curve c. Ein dem Punkte P unendlich 
naher Pnukt der Curve f sei P,, die in P, errlchteto Normale 
¥on ß treffe lo' in Q. Dann i«t dw' =■ VÜ und V^^ bc- 
seichnet den Werth von I ' im Punkte Q. Nach dem 7'uy/'/r'suhcn 
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Satze ist, wenn tanu iinendlieh Kleines zweiter Ordnung ver- 
nachlfissigt, 

Vp^, d.h. dev Werth von I''im Pankte P,, ist aber gleich/!/, 

Up.qi 

den (-; — I im Punkte P, hat; derselbe ist von dem Werthe, 

\(iwl 

den l-T— ) in F hat, nur unendlioh wenig veTschleden, kann 

also durch letzteren ersetzt werden. Endlich ergiebt sich, 
wenn man den Bogen PP, der Curve r durch den Bogen 
des RrDmmnngskreises, deasen Radius li Ist, ersetzt: 



F,., =11 + 



dw"'iin' 



{•'^\ 



2It \dwj 
wird. 

17) Zu S. 45. Die erste Formel 8. 45 enthält bei Green 
einen Druckfehler, der hier verbessert ist. 

18) Zu S. 45. Der Ausdruck für das Flächen element der 
Fläche B läaat sich folgende rmaasaen ableiten. Durch einen 
Punkt P der Fläche A denke man sich die Krüramungacurven 
gelegt; ihre Bogenelemente seien PQx =dsi, PQj^ ^ ds^. 
Das durch diese Bogen und die Bogen der unendlich nahes 
Erümmungacnrren begrenzte FläcbenstUck kann man als 
Fläch enelement von A ansehen und erhält daher da = ds,ds-f 
Errichtet man in den Eckpunkten des Flächonelements da 
die Fläehennormalen, trägt auf denselben nach derselben Seite 
die Länge 6 ab (auch bei variablem Q unterscheiden sich 
die abzutragenden Längen nur nm unendlich Kleines zweiter 
Ordnung) und verbindet die Endpunkte der verschiedenen 8 
dnrch Bogen, so erhält man auf der Fläche B ein Element, 
dessen üher P, Q, , Q-^ Hegende Ecken reap, P', Q\, Q'j 
und von dem zwei Seiten P' Q\r=.ds\, P'Q.\^= ds'^ seien. 
Da die Flächennormalen in P und Q^ sich schneiden, so 
können ds^ nnd (/*,' als zu demselben Contriwinkel gehörig 
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Bügen zweier concentrischen Kreise angesehen werden, deren 
Radien R, und Ä, -\- fl sind, ebenso (/»2 ^^^ ^^i'i als ent- 
spreoUende Bogen zweier concentriscben Kreise mit den Radien 
R\ und R\ -I- 0. Dabei aiiid lii und R\ die beiden Haupt- 
krümmungsradien der Fläche A in P, und ist als positiv 
zu nehmen, wenn es auf der dem betreffenden KrOmmungs- 
mittelpunkte entgegengesetzten Seite der Flache A liegt. Es 
ist also 

_ (-fl', ■i-0)dsi 



Feiner stehen die Bogen ds\ , ds\ auf einander senkrecht, 
da dSi und ds^ senkrecht sind. Daher ist das Fläeheuelement 
der Fliehe B 



= ds\ds'-i= ji + -^-j 1 + ^\ds^dsi 



-Y^'-yR,^ R\ 

falls man Glieder von der Ordnung ffi vernachläBsigt, Schliosa- 
lieh kann mau -5^ + 

und R' die Krflmmnngsradien zweier beliebigen senkrechten 
Normalschnitte der Fläche A im Pontte P sind. 

19) Zu S. 4S. Das hier abgeleitete Resultat enthält fol- 
genden Satz: »Wenn die Potenttalfunction V, die von Massen 
herrührt, welche ausserhalb einer geschlossenen Fläche liegen, 
auf dieser Fläche constant ist, so bat V für alle Punkte im 
Innern jener Fläche denselben conatanton Werth,« Gree?i^& 
Beweis stützt sich auf den im Anfang des Abschnitts (5) 
[3. 32 oben] ausgesprochenen Satz. Aber auch ohne den 
Ifitz^enannten allgemeinen Satz lässt sich unser Resultat aus 
dem G»"e«i'schen Satze in der Form, dio in Anmerkung 9) 
[Seite 121] angegeben ist, folgende rmaassen ableiten. Setzt 
man im Gj'ctfM'schen Satze U=^ V — ff und wendet den Satz 
aof den Raum innerhalb der geschlossenen Fläche an, an 
Teloher V = ß ist, so verschwinden die links stehenden 
Integrale, da einerseits dVr=.f), anderseits an der Fläche 

17= ist. Ferner ist -j— = —j— etc. Man bat .ilso 
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möglich ist, wenn für jedaa Volumen element 



dz 



dV 



dz ■ 



d. h. V ^ oonat ist. Wegen <ler Continnität von V kann 
der conatante Werth dieser Function nur ß aein. 

20) Zu S. 40. Das Problem der Elektricitätavei'th eilung 
auf zwei leitenden Kugeln hat bis in die neueste Zeit hinein 
zahlreiche Bearbeitungen gefunden, vud denen inabesondere 
die von W. Thomson (PhU. Mag. 1853), G. Kirchkoff (CxaWü 
S. 59, 18B1), C.Neumann [Grelle J. 62, 1863), Momber 
(Dissertation, Eünigsberg 1878) erwähnt werden mögen. 

Die bei den Reibenentwickelungen S. 5ü auftretenden Func- 
tionen E7'"', ?7'" eto. sind die allgemeinen Kugelfunctionen. 

21) Zu S. 51. In Ferrers' Ausgabe befindet sich folgende 
Notiz zum Artikel 10: 

»Die auf Seite 50 bewiesene Oleiohnog ff{r)^=->p\—\ 

kann folgendermaasaeu in Worten gedeutet werden; Es sei ' 
das Centrum einer Kugel mit dem Halbmesser a, und A und B 
aeien zwei Funkte, dereu jeder das elektiiscbe Bild dea andern 
in Beziehung auf die Kugel iat (d. h. 0, A und B liegen in 
gerader Linie nnd es iat OA ■ OB = a^). Wenn aladann 
Elektricität irgendwie auf der Oberfläche der Kugel vertheilt 
gedacht wird, so verhält aich daa Potential in A zum Potential 
in B wie a zu OA oder wie OB zn a. Denn, wenn ein 
Punkt P sieb 80 bewegt, daas daa Verijältnias BP zu AP 
constant bleibt (etwa = l), so wird er eine Kugel beschreiben 
und wenn AB dieae letztere in den Punkten C und C 
schneidet, so ist: 



0A= ^{AC—AC] = 
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.^ ^ . AB , AB ^ AT> 

OC=AC+OA = ^^^ + j^--^=j^^^AB; 

mithin 

0C\ 0A= 0B\ OC=l:\, 

Und das Pot. in A : Pot. in J5 = -=7-; : -=^jz = A : 1 , mithin 

FA JrB 

ist das Theorem erwiesen. 

Die Gesetze der Elektricitätsvertheilung auf sphärischen 

Leiten! sind geometrisch untersucht worden von Sir William 

Thomson in einer Reihe von Abhandlungen in den Cambridge 

und Dublin Philos. Transact. (Vgl. Thomson und Tait^ 

Natural Philosophy Art. 474 u. 510.)« 

P P' 

22) Zu S. 56, Bei Green steht fälschlich -^ statt -p • 

23) Zu S. 57. Vgl. S. 31 des Textes vor Gleichung (4). 

24) Zu S. 58. Zur Erläuterung möge folgende Bemerkung 
dienen. Man betrachte zunächst ein abgeplattetes Rotations- 
ellipsoid von endlichen Dimensionen, dessen Meridiancurve 






i] 'i: + H- = i 



sei (^ die Rotationsaxe). Sein Potential ist, falls x die Dich- 
tigkeit, dv ein Volumenelement bezeichnet, 

Soll das Ellipsoid unendlich dünn, d. h. / und damit alle 
^-Ordinaten unendlich klein sein, so kann man als Volumen- 
element das über dem Flächenelement da der Aequatorebene 
liegende, beiderseits bis zur Ellipsoidfläche reichende Volumen 
ansehen. Es ist also 

3) dv = da'2i; = da'^ Vß^ — rj'^ • 

Soll die Masse des unendlich dünnen Ellipsoids endlich sein, 
so muss mit abnehmendem y zugleich x wachsen, und zwar 
so, dass 

4) lim ^ = k 

0stwald*8 Klassiker. Gl. 9 



r 
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endlich i8t. Durch Sabstitution von 3) und 4) i 
man die im Test angegebene Formel für ip. 

Die Masse M dea unendlich dünnen Ellipsoids ist 

In Betreff der weiteren Formeln für die Anziehung homo- 
gener ElÜpsoide vgl. Heft 19 der Klassiker, 8. 23 nnd4(i — 47. 
Führt man in den an letztgenannter Stelle aufgestellten Formeln 
statt der dort augewandten die hier benutzte Bezeichnung 
ein, so erhält man für ein abgeplattetes Rotation seilipso id mit 
den Äsen ß und y {jiZ> y)- 



dtp 






iat. Für y ^ gehen diese Formeln unmittelbar in die des 
Testes über. — Auch in den meisten Lehrbüchern der analy- 
lisohen Meclianilt findet man die in Rede stehenden Formeln. 
Hinsichtlich des Vorzeichens iat darauf zu achten, in welcher 
Richtung eine Componente als positiv gerechnet wird. 

25) Zu S: 59. Es möge hier die Hechnung Platz finden, 
durch welche sich die beiden ersten Formeln ergeben. 

Streng ist 



-HP- 



VemachlSseigt man z* 

fortlassen nnd erhält 



' + V{ll'-y'- 



S'- 



z'r' + ifl'-' 



-.-')■+ 4 ,<V 



Ylf- 
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falls ttborall Glieder höherer Ordnung vern&cliläaaigt werden. 
Did Substitution dieser Ausdrücke ergiebt 



daa ist, wenn man auamultiplicirt und 2^ vernachlä3äigt, die 
zweite Formel S. 59, 

26] Zu S. 60. Zu der Gleichung 

dV dV 

dw dö 

iat liinzuzufflgon , dasa rechta nach ÄiisfübruDg der Üiff'ereu- 
tiation b ^= a zu setzen ist. 

27) Zu S. GO. Hier ist zu beachten, daas, während vorher 
bei der Betraclitung von l'unhten in der Nähe der Oeffnnng, 
z klein war gegen VfP — y^, jetzt, wo es sich um Punkte 
au a 3 e r halb d er OefTnung handelt , {i klein ist fegen 

28) Zu S. 64. £^"' ist eine lineare homogene Function 
der Ooordinaten, dlvidirt durch r, d. h. 

pin^ '^ + "> + "-- . 

Durch Uebergang von einem rechtwinkeligen Ä&ensyatem zu 
einem andern kann man diese Form in 

I7ii> = A^-- = *Uoa » 
r 

überfuhren. Dass der conätante Factor von C/'" positiv wird, 
erreicht man durch passende Verfügung über die positive 
2- Richtung. 

29) Zu S. 64. Von den beiden Wurzeln der Gleichung 

2ffl , A^coae 



mnsa man die grössere 




''~ f> 

2a 
nehtncD, mn fur kleine b eine von der Kugel r = -y~ wenig nb- 

woicLende Gestalt der BMäcbo zn erhalten. Auch diese Wurzel 
giebt eine geachloasene FläcLe nur, wenn für alle ff, also 
aueli für = jc, die Wurzel reelle Werthe hat, d. h. wenn 

ai 
ai — 6 Ä^ > iBt. Daher ist 6 = 7- der änsserate brauch- 
bare Werth. * 

30} Zit S. 66. Aus der eraten Formel 8. 65 folgt, dasa 
fttr ö =; ü die Tangente der Meridianeurve auf der Axe senk- 
recht steht, während fllr ^ n die Tangente mit der Axe 
einen Winkel bildet, dessen Cotangente ^V'l iat, d.h. einen 
Winkel von 51" 41'. Bei der Kolation der Curve um die 
Axe beschreibt die erstgenannte Tangente eino^ Ebene, die 
zweite aber einen Kegel. Dass die Spitze des Kegels naeh 
innen gerichtet ist, orgiebt sich am einfachsten daraus, dass 
x ^ r cos ö mit wachsendem Q zuerst abnimmt, später aber, 

wenn cos '/ <[ — — , wieder zunimmt. 

31) Zu S.67. Auf 8. 67 und 68 iat in allen Formeln 
i — I resp. J^- — 1 gesetzt, wo bei Green I — i rosp. 1 — 6' 
steht, Die Nothwendigkeit dieser AeDdemng ergiebt sich 
daraus, dass b grösser als 1 iat, dass daher ^ — I , und nicht 
1 — b, den absoluten Worth dieser Grösse darstellt. 

31a) Zu S. 6S. In Ferrers' Ausgabe befindet sich nach- 
stehende Notiz des Herausgebers: »Ptlr den Fall einer gleich- 
förmig mit Elektricität beladeuen geraden Linie kann die 
Gestalt der Niveanflächen nnd das Gesetz der Klektricit&tB- 
vertheilung an ihrer Oberfläche auf folgende Weise gefunden 
werden: Bezeichnen wir die Endpunkte der geraden Linie 
mit S und H , so kann die Anziehung der Linie auf einen 
Punkt p' ersetzt werden durch die eines Kreisbogens, dessen 
Centrum in p' liegt, der die Linie SH berührt und dessen 
begrenzende Radien Sp' und Ilp' sind. Die Richtung der 
resultirenden Kraft balbirt mithin den Winkel Sp'H und die 
Niveanfläcke ist ein verlängertes Sphärold mit den Brenn- 

1 der geraden Linie 
oder dem Kreisbogen ausgetlbte Kraft, so ist: 



Nun ist 



mithin ist 
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dw' y 

_ Sp' ' Hp' • sin Sp' H ^ 
^~ la ' 

dV 2 a 



dw' Sp' ' Hp' ' cos ^SpH 
Aus den Eigenschaften der Ellipse folgt 



1 » 



folglich ist 

dV 2a 

dw' "~ y(Sp' . Hp')i ' 

was mit dem Resultat im Texte übereinstimmt.« 

^Bei Ferrers steht in den beiden letzten Formeln fälschlich 

V statt y.) 

32) Zu S. 68. Die letzte Formel von S. 68 ergiebt sich 

folgendermassen. In der vorletzten Formel setze man zunächst 

a: = r cos ^, y = r sin ^, so nimmt dieselbe die Form an : 



^ a 1 l/. 2 a a , a' 
cos ^ + 1/ 1 cos ^ H — j 



hV = h log 



— " — cos ^ + 1/ 1 + --- cos ^ + -- 
f ^ r r 

Entwickelt man die beiden Quadratwurzeln nach Potenzen von 
a , ...... a^ 



- und vernachlässigt — , so kommt 



(1-cos^)(l+") 

(1-C03^)(t-^) "'°1-^ 



1 + ^ 

// V = k log ^ '- = h log - 



r 
und wenn man auch den Logarithmus entwickelt und wieder 



a^ 



- - vernachlässigt, so folgt 



ÄF' = Ä.^«= 2«'' 



9* 
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83) Zu S, 72, Der Grnnd dafür, dass die Componente 
parallel der Axe den Werth von V nicht beeinttusst, ist der, 
dass die Wirkung dieser Componente durch die Rotation nicht 
geändert wird. 

34) Zu S. 73. Die Worte »und nicht rotirte« fehlen bei 
Green\ ihre Hinzufügung erschien zur Deutlichkeit noth- 
wendig. 

85) Zu S. 76. Geht man von dem Punkte P der Fläche S 
längs der Linie L weiter, so ändert sich allein X, es ist also 

cix et X 

zeichnet, den X mit der :r-Axe bildet. Bildet man die ana- 
logen Ausdrücke und beachtet, dass 

cos*^(Aa:) + cos*^(Ay) + QO^'^[Xz) = 1 

ist, so sieht man, dass V^= Fi, -f- /JA der Gleichung [a] genügt. 
Dass dies das allgemeine Integral jener Gleichung ist, folgt 
daraus, dass der Werth von V auf der Fläche S beliebig 
angenommen ist. 

36) Zu S, 77. Dass DV längs einer jeden der Linien 
/>, L\ L" etc. constant ist, lässt sich folgendermassen be- 
weisen. Das vollständige Differential von^F ist 

Sind nun dz^ dy^ dz die Projectionen eines Bogenelements 

' . . dV diV^ + ßk] 
von Ly so ist, da -j— = —^ — -z — ■ — - = ß cob [Ix] etc. ist: 

dx dy dz 



UlV\ idV\ ldV\ 
[dxf [dyj [dzj 



Also wird 



cl{DF) = u( ^^t-^^) ±^+ ^7-1 ^^4. ^ ü ^^V = 

\ dx dx dy dy dz dz f 

nach Gleichung b), 

37) Zu S. 77. Die Linien jL, L' etc. geben die Rich- 
tung der Kraft an, längs dieser Linien also wird sich die 
Elektricität bewegen. Denken wir uns nun ein unendlich 
dünnes Prisma (eine dünne Kadel) , dessen Axe L ist, so 
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fliesst diesem seitwärts keine Elektricität zu, mithin bleibt 
die in diesem Prisma enthaltene Elektricitätsmenge ungeändert. 

38) Zu S. 78. Nach Seite 40, zweite Formel, ist 

ijtDQ' = —ö(DV-^DV'). 

Da DV — DV eine lineare Function der Coordinaten ist, so 
ist die rechte Seite gleich Null, also Dq' = 0, 

39) Zu S, 70. Setzt man ^ = siny, so heisst die zu 

integrirende Gleichung 

sin yD [cp — tar) = [sin y -f- cos [cp — uj)] Dq> 

oder 

cos y7>(r/)— ear) 
'- '-^ '—^ = cotg y • Dw. 

sin y + cos (9) — tar) 

Ftihrt man an Stelle von cp — tar die Variable 



y = V\ 7-:fH tg ^ 



Sin Y ^^fp — tar 
+ siny 
ein, so kommt 

^^^. = cotg y . Dcp, also — ^^ = He^^'^'^^y, 

1 yl ° ' f^^ 1 y 



—WM)..'' 



\p — BT 

2~ 



/TT y (p—m\ . l (p—ts\ 

^ cos (- - j - -^ I ^ amji^r-^y-^^) 

-eos(f-| + ^)"sin(i.+i,_^)' 

10) Zw Ä 88, Darauf, dass ö- = ist, kommt es gai* 
nicht an, wie man leicht erkennt, wenn man in der Gleichung 
Anmerk. 9 (S. 121) ?7= ^, V= E setzt. — In dem dem 
Intogrationsraum angehörigen Punkte />' wird — = 00. Da- 
her würde dieser Punkt durch eine kleine ihn umhttliende 
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Kugel auaznscbliesaen sein, deren Radius, während a nocli 
endlich bleibt, immer mehr zu verkleinern wäre. Bei diesem 
Grenzübergänge aber verschwindet das über die Oberfläche 
der Abacbliesaungskugel lu erstreckende Integral von selbst, 
so dass man von dieser Kugel überhaupt absehen katm. 

41) Zu S. SS. p' habe, auf den Kugelmittelpunkt als 
Pol bezogen, die Polarcoordinateu /, '/, ra', während die 
Polarco ordinate n eines Punktes der Kngelflüche a, 0, ts aind. 



Da —j- eine Kiigelfuuetion erster Ordnung 6'''' mit den Ar- 
gumenten fl, m ist, so wird 
('da dB 



n OdedwXIW 



wo 



' J r da ././ Vai + r''^ — 2a/coBy 

Bin sin 6' coa {es — f»') 



cos ;' ^ coa ö coa ö' 
Ferner ist, da <i > r', 



y^-' + r 



=J'„^-P"("'c), 



falls P" (cos y) die einfache Kugelfunction mit dem Argumente 
cos y bezeichnet. Die Reihe 2) hat man in 1] zu snbstitu- 
iren und dann die Integralsätze der Kugeirunetionen anzn- 
wendeu. Nach diesen ist das Ober die Kugelfläclie vom Ra- 
dins 1 zu erstreckende Integi'al 



P" (co3 y] CI'' sin 9dOds! 

wahrend für n = v der Werth 



// 



gleich Null, wenn '. 

in 
deä Integrals gleich ist - — -j^t , multiplicirt mit dem Ana- 

driick, in den U^'> übergeht, wenn man darin Ö', ci' an Stelle 
von 0, m setzt. Dadurch erhält man, da hier v ^ 1 ist, dftB 
gesuchte Reaidtat. — Der Ausdruck für E ergiebt sich, wenn 
man in der Formel B. S7 

E= X.T+ Y,y + Z.z 

X, y, z durch Polarcoordiuaten ausdrückt, deren Pol der Eugel- 
mittelpunkt ist. 
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42) Zni S, 95, Das Verständniss wird hier durch die nicht 
zweckmässig gewählte Bezeichnung etwas erschwert, insofern 
r in zwei verschiedenen Bedeutungen gehraucht wird, nämlich 
einerseits für den Abstand des Punktes p vom Mittelpunkte, 
andererseits auch für den Abstand eines beliebigen andern 
Punktes vom Centrum. Zweckmässiger würde es sein, die 
Polarcoordinaten von p mit r', ö', er', die eines beliebigen an- 
dern Punktes mit r, d, 27 zu bezeichnen, so dass für einen 
Punkt der Kugelfläche r = a zu setzen ist. Dann ist 

1 1 



W Va2 + /2_2ar'cosy 

und man hat eine Summe von Integralen derselben Form wie 
S. 88 (vgl. die vorstehende Anmerk. 41), die sich nur durch 
die Indices der Kugelfunctionen unterscheiden. Die Ent- 

wickelung von 7-. (wobei zu beachten ist, dass / > a) und 

die Anwendung der Integralsätze der Kugelfunctionen führt 
zu dem schliesslichen Resultat, in dem man, um Ueberein- 
Stimmung mit den Gr^e/i' sehen Formeln zu erhalten, hinterher 
r, ßj tn statt /, ö', m' zu setzen hat. 

43) Zu S. 100. C7/»)r-(»+i) ist (a— *)»>-(»+^)P'*(cosö), 
wo P" die einfache Kugelfunction ist; P'* (cos 0) ist, absolut 
genommen, kleiner als 1. Mithin ist 17,^*^^*"^ von der Ord- 
nung [a — i)»V~*~"^ . 

Ferner ist r eigentlich 

r = V{a-b + u)^ + v^ = (a — b + u)y 1 + -. f- -^ • 

' ^ (a — o+w)2 

Wird a = 00 , während u, t?, b endlich bleiben , so wird der 
Werth der Quadratwurzel =1, d. h. 

{a — *)»>-»-i = (a — by (a — b + u)-^^ 

a\ al \ a 1 \ a J 

Der letzte Factor wird = 1 für a = 00, Der Werth der 
andern Factoren für a = c» ergiebt sich so: Es ist 



(-:M(-,-)f- 



r 
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1 1 — I aber wird = f-' für « ^ oo. Daher wird 

' a " " a " 

44) Zu S. 101. Die liier auftretende Function U}'' ist 
die Bessel'suhe PuDction fauch Cy lind erf nnction genannt) mit 
dem Index und dem ArgumoDte yv. Nach Leute üblicher 
Bezeichnung ist 

Das zweite particnläre Integral der Gleichung fllr f/,"', nach 
heute üblicher Bezeichnung Y„{yv\ oder I^iyv], wird für 
n = unendlich wie log i>. Da die Function P,''' ftlr alle 
endlichen v endlich sein soll, so kommt nur das Integral 
AJ^iyv), die Bcssclache Function erster Art, in Betracht. 

Die vorstehende Entwickelnng acheint die erste Stelle zu 
sein, an der die Cylinder fun cti on en als Orenzfall der Kugel- 
fanctionen aufgefasBt werden. 

45) Zu S. 10t. Für Ö = ist 

•^^ r^\a~l.\ = ^(«-i)''-"+",a!30 UU>^(a-b)'. 

1 den ÄU8- 

drnok S. 96 ftlr D zu beachten , ferner dasa a, ^ u -|- ^ ist 
(S. 100), woraus folgt 



ein Ausdruck, der fllr « ^ oo, wenn y, t endlich bleiben, in 
e-2»'' übergeht. 

4li) Zu S. 103. Arbogast (1759—1803), Professor in 
Strasaburg, war der erste, der in seinem Werke nDu calcul 
des därivations et aes nsages dans la th^orie des auitea ot 
dana le calcul difförentioln (Straaaburg 1800) reine Operations- 
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Symbole, unabhängig von Grössensymbolen, anwandte. In der 
Anwendung solcher Operationssymbole besteht die Methode von 
Arbogast, 

47) Zu S, 103, Die in Parenthese eingeschlossene Stelle 
[8. 103 unten, 104 oben] fehlt im Gr^ew'schen Original, findet 
sich at)er in d^^m Abdruck im CVß//^' sehen Journal Band 47, 
sowie auch iii. ^.jAm^ voft-Hw-^, fiieser P^WrfoV 
hält einen anaern Beweis des auf den Seitra 104, M^PjU^Nn^ 
leiteten. Resultats. In der That erhll^, man, wenn man in der 
zweiten Formet *^d:H&4''m dttfäl ( jr) Anarttckt nnd nur die 
ersten Potenzen Ysm 1 — g beibehftlt: 



F=\[^-9)2t^^^ 



Das ist genau dieselbe Gleichung wie die Seite 105 sich er- 
gebende: 

48) Zu S, 104, Setzt man l — g = a^ so wird 

8(1—^) (1 +2g) _ 8a(3 — 2«) __ 8a 
9^g^t "~ 9 7r^(l— a)2 ~" 37tt ' 

falls man Glieder von der Ordnung a^ vernachlässigt. Bei 
derselben Vernachlässigung wird 

\3+^/ \3 — 3a/ 

und 

[denn r«l^i = {eO)fnV^i = ^0=1]. 

49) Zu S, 109, Bei der Berechnung des Integrals A ist 
zn beachten, dass + ft und — ^ nicht die Grenzen für x, 
sondern für x — x' sind. Die Ausführung der Integration 
ergiebt daher nach Einsetzung der Grenzen 



log(-^ 



+ y^^-^a^ \ (ji + 1/^2 + a^) 



2 



^i + Vfi^ + aV 



= log 



a 



2 






T 
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